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31. Internationaler Stadtewettbewerb Mathematik 2009/2010

Liebe Schilerinnen, liebe Schiiler!

Hiermit laden wir euch herzlich ein, an dem oben genannten Wettbewerb teilzunehmen. Wie ihr sicher
wisst, gibt es seit vielen Jahren neben der Mathematik-Olympiade einen mathematischen Wettbewerb
zwischen Schiilermannschaften aus verschiedenen Stadten. Hieran nehmen Stadte aus etlichen ver-
schiedenen Nationen teil, seit 1989 auch eine Mannschaft aus Hamburg. Der Wettbewerb ist geeignet
far Schiler ab der 8. Klasse. Eine vorherige Anmeldung ist nicht nétig.

Die Frihjahrsrunde 2010 findet statt am

Mittwoch, den 3. Marz 2010 um 9:00 Uhr
im Horsaal H1 des Geomatikums
BundesstraBe 55, 20146 Hamburg.

Die Treffzeit ist 8:45 Uhr vor dem Hérsaal. Es gibt voraussichtlich fiinf Aufgaben, von denen drei in-
nerhalb von 4 Stunden in einer Klausur bearbeitet werden sollen. Fir einen kleinen Imbiss ist gesorgt.
Bringt bitte Schreibgerat, sowie Zirkel und Lineal mit.

Wir sind sicher, dass eure Schule euch dafiir an diesem Tag vom Unterricht befreien wird. Bei Riickfra-
gen stehen wir gerne zur Verfligung.

Wir freuen uns, wenn ihr erneut zahlreich an dem Wettbewerb teilnehmt und winschen allen Teilneh-
mern viel Spal3 (und Erfolg) bei der Bearbeitung der Aufgaben. Sie sind interessant, aber auch nicht
leicht zu bearbeiten. Zur Einstimmung und zur Orientierung Uber den Schwierigkeitsgrad findet ihr auf
http://www.mint-hamburg.de/IsM/ Aufgaben und Lésungsvorschlage aus friheren Jahren. Eini-
ge dieser Aufgaben sind auch auf der Riickseite dieses Briefes aufgefiihrt.

Mit freundlichen Grii3en

Jan Henrik Sylvester
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Einige Aufgaben zur Einstimmung

Auf jedem der 64 Felder eines Schachbretts steht zu Anfang ein Turm. Es werden
nun nacheinander alle die Tiirme entfernt, die eine ungerade Anzahl von Tiirmen
bedrohen. Wie viele Tiirme kénnen auf diese Weise hochstens entfernt werden? (Ein
Turm bedroht einen anderen Turm, wenn dieser in der gleichen Zeile oder Spalte steht
und sich zwischen ihnen kein weiterer Turm befindet.)

In einer Urne befinden sich rote, griine, blaue und weifle Kugeln, insgesamt 111 Stiick.
Wenn Du 100 Kugeln ohne hinzusehen herausnimmst, so sind darunter stets vier Ku-
geln, die alle unterschiedliche Farben haben. Wie viele Kugeln musst Du (ohne hinzu-
sehen) mindestens herausnehmen, damit darunter garantiert Kugeln von drei unter-
schiedlichen Farben sind?

In der Ebene sind ein Kreis und eine Gerade gegeben, die sich nicht schneiden. Kon-
struiere nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal ein Quadrat, von dem zwei benachbarte
Ecken auf dem Kreis und die beiden anderen Ecken auf der Geraden liegen. Dabei sei
vorausgesetzt, dass ein solches Quadrat existiert.

Fiir welche natiirlichen Zahlen n gibt es lauter unterschiedliche natiirliche Zahlen
ai,as,...,an, so dass ai/as + as/as + -+ + a,/a; wieder eine natiirliche Zahl ist,
und fiir welche n nicht?

Drei Kreise schneiden sich in einem gemeinsamen Punkt X. Die weiteren drei Schnitt-
punkte je zweier Kreise seien A, B und C. Nun sei A’ der Schnittpunkt der Geraden
durch A und X mit dem Umkreis des Dreiecks BC X . Analog seien die Punkte B’ und
C" definiert. Zeige, dass die Dreiecke ABC’, AB’C und A’BC &hnlich sind.

Es seien P(z) und Q(z) zwei Polynome positiven Grades. Fiir jedes z gelte
PP@) Q@) wd  P(P(PW)) = Q).
Folgt daraus notwendigerweise P(z) = Q(x)?

Fiir welche natiirlichen Zahlen NN lassen sich die Zahlen von 1 bis IV so anordnen, dass
die Summe von je k aufeinander folgenden Zahlen, k > 2, nicht durch k teilbar ist?



