Prasentationsprifung Mathematik AN1

Niveau grundlegend erhoht

Themenbereich | Analysis mit Verbindung zur Linearen Algebra (Gaulisches Eliminationsverfahren)

Inhalt Komplexes Modellieren in wirtschaftlichen Sachkontexten
Ganzrationale Funktionen und Neu: Teilweise abstrakte VVorgehensweise
. Modellierten in wirtschaftlichen und Rechnen mit Parametern.
Unterricht .
Sachkontexten Problematisierung der Verwendung von

K’ als Grenzkostenfunktion

Quellen Schulbticher zur Analysis und zur Linearen Algebra, Internet

Bendtigtes Computer mit Powerpoint (neueste Version), Beamer, Leinwand
Material

Aufgabenstellung

In den Wirtschaftswissenschaften verwendet man mathematische Methoden, um einerseits in
konkreten Situationen optimale Entscheidungen treffen und andererseits 6konomische
Zusammenhénge besser erklaren zu kdnnen. Damit sich diese Methoden anwenden lassen, ist
es in der Regel notwendig, Vereinfachungen der Realitat vorzunehmen. Die folgende Grafik
zeigt ein typisches Beispiel einer in der Kostentheorie fiir ein bestimmtes Produkt in einem
bestimmten Betrieb verwendeten Kostenkurve, deren Verlauf auch als ,,s-formig* bezeichnet
wird. Die zugehdrige Funktion wird als Kostenfunktion K bezeichnet.

K9 Kostenkurve

(Kosten in GE)

(Produktionsmenge in ME)
X

xa Xw xb xKap

* Beschreiben Sie den Verlauf der dargestellten Kostenkurve und interpretieren Sie ihn im
6konomischen Sachkontext.

» Bestatigen Sie, dass sich die Kostenkurve durch eine ganzrationale Funktion 3. Grades der




Form K(x)=ax®+bx?*+cx+d hinreichend beschreiben lasst, und ermitteln Sie mit Hilfe

des ,,GauBischen Eliminationsverfahrens“ unter Verwendung der Matrizenschreibweise die

zugehdrige Kostenfunktion K, wenn von der Kostenkurve folgende Angaben bekannt sind:
X, =2AK(x,) =26, X, =3AK(x,)=28 und X, =4 AK(Xc,,)=98.

Untersuchen Sie, welche Werte die jeweiligen Koeffizienten a, b, ¢ und d einer
Kostenfunktion K zur Darstellung einer typischen s-férmigen Kostenkurve nur annehmen
dirfen.

Problematisieren Sie die Verwendung der ersten Ableitung K’ als Grenzkostenfunktion.

Kap Kap




Vom Priifling vorgelegte Dokumentation

I. Gliederung der Prasentation

1.

Einleitung

Die Entstehung und Zusammensetzung der Gesamtkosten werden kurz erlautert
und auf die Bedeutung eines sinnvollen 6konomischen Definitionsbereiches wird
hingewiesen.

Beschreibung des Verlaufs der Kostenkurve und Interpretationen im
O0konomischen Sachkontext

Die Kostenkurve stellt eine rechts-/linksgekrimmte Kurve dar, die monoton
wachst. Okonomisch kann der hier vorliegende Verlauf aus dem aus der
Landwirtschaft bekannten Ertragsgesetz abgeleitet werden. Die zugehdrige
Kostenfunktion wird deshalb auch als ertragsgesetzliche Kostenfunktion
bezeichnet.

Bestatigung der hinreichenden Beschreibung der Kostenkurve durch eine
ganzrationale Funktion 3. Grades

Aus den typischen Verlaufsmerkmalen der Graphen von ganzrationalen wird
hergeleitet, dass sich die Kostenkurve hinreichend durch eine ganzrationale
Funktion 3. Grades beschreiben l&sst.

Ermittlung der Gleichung der Kostenfunktion unter Verwendung des ,GauRschen
Eliminationsverfahrens”

Durch Einsetzen der Angaben zur Kostenkurve in die allgemeine Form der
Kostenfunktion wird ein Gleichungssystem aufgestellt, das in Matrizen-
schreibweise mit Hilfe des ,GaulRschen Eliminationsverfahrens® geldst werden
kann.

Bestimmung der Wertemenge der einzelnen Koeffizienten der Kostenfunktion

Aus den charakteristischen Merkmalen wie Krimmungsverhalten, Wendepunkt
und dem Nichtvorhandensein von Extrempunkten werden algebraisch aus den
entsprechenden Bedingunsgleichungen bzw. —ungleichungen Riickschliisse auf
die Wertemenge fur die einzelnen Koeffizienten gezogen.

Problematisierung der Verwendung von K' als Grenzkostenfunktion [Nur erhhtes
Niveau!]

Die 6konomische Definition der Grenzkosten stellt im mathematischen Sinne die

Grenzkosten als Sekantensteigungen dar, die Verwendung von K’ fuhrt aber zur
Gleichsetzung der Grenzkosten mit Tangentensteigungen, die wiederum nur bei

linearen Funktionen identisch sind.
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Erwartungshorizont - Beispielprasentation

Visualisierung

Begleittext

Das Modell des
,S-formigen” Kostenverlaufs

Prasentationsprifung in Mathematik

Name des Priiflings

Folie 1

Mein Thema befasst sich mit dem Modell
des s-férmigen Kostenverlaufs.

"

Gliederung

1. Einleitung

2. Beschreibung des Verlaufs der Kostenkurve und

Interpretation im 6konomischen Sachkontext

3. Bestatigung der hinreichenden Beschreibung der

Kostenkurve durch eine ganzrationale Funktion 3.
Grades

4. Ermittlung der Gleichung der Kostenfunktion

5. Bestimmung der Wertemenge der Koeffizienten von K
6. Problematisierung der Grenzkostenfunktion K*

Name des Priflings

Folie 2

In meinem Vortrag wird der typische
Verlauf einer s-férmigen Kostenkurve
beschrieben und im 6konomischen
Sachkontext begriindet. Die im Modell
verwendeten mathematischen Methoden
werden im Wesentlichen in allgemeiner
Form oder am gegebenen Beispiel
angewendet und problematisiert.

"

1. Einleitung

Die Kostenkurve stellt graphisch die bei
unterschiedlichen Produktionsmengen anfallenden
Gesamtkosten dar.

Gesamtkosten = variable Kosten + fixe Kosten

Kostenfunktion K: K (X) =K, (X) + K,

Sinnvoller 6konomischer Definitionsbereich fiir die

Kostenfunktion K: D, (K) = [0; Xicap

Name des Priiflings

Folie 3

Die Kostenkurve stellt graphisch die bei
unterschiedlichen Produktionsmengen
anfallenden Gesamtkosten in GE dar.

Die Gesamtkosten eines bestimmten
Produktes in einem bestimmten Betrieb
ergeben sich aus den von der
Produktionsmenge in ME — auch
Ausbringungsmenge genannt — abhangigen
variablen Kosten (z. B. Léhne,
Fertigungsmaterial, Energie) und den von
der Produktionsmenge unabhdangigen fixen
Kosten (z. B. Mieten, Abschreibungen,
Versicherungsbeitrage).
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Visualisierung

Begleittext

Da ein Betrieb nur positive Mengeneinheiten
(ME) bis maximal zu seiner
Kapazitatsgrenze (x,,,) herstellen kann, ist

ein sinnvoller 6konomischer
Definitionsbereich fir die Kostenfunktion K

anzugeben: Dy, (K) =[ 0;X,, |-

Kap

AFB 1/
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2. a) Beschreibung des Verlaufs der Kostenkurve

<«— fixe Kosten

Name des Priiflings Folie 4

Bei einer Produktion von 0 ME
(Produktionsstillstand) entstehen fixe Kosten
in Hohe des y-Achsenabschnittes. Mit
Aufnahme und Erhéhung der Produktion bis
zur Kapazitatsgrenze fallen standig steigende
variable Kosten an. Die Kostenkurve ist also
monoton wachsend.

Der Kostenzuwachs ist bei jeder
Produktionsmenge unterschiedlich.
Anfanglich steigen die Kosten in einer
rechtsgekrimmten Kurve bis zum
Wendepunkt degressiv, d. h. mit jeder
zusétzlich produzierten ME nimmt der
Kostenzuwachs ab. Im Wendepunkt ist der
Kostenzuwachs am niedrigsten. Zwischen
dem Wendepunkt und der Kapazitatsgrenze
steigen die Kosten in einer linksgekrimmten
Kurve progressiv, d. h. mit jeder zusatzlich
produzierten ME nimmt der Kostenzuwachs
immer starker zu.

AFB I
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2. b)_Interpretation im 6konomischen Sachkontext

K(x)
120
(Kosten in GE)

Erhohter Energieverbrauch
und Maschinenverschlei

Unterschiedliche
Kostenzuwachse
e in VE)

Name des Priiflings Folie 5

Die unterschiedlichen Kostenzuwachse, die in
der Kostentheorie als Grenzkosten
bezeichnet werden, lassen sich im relevanten
Definitionsbereich wie folgt interpretieren:

Bei geringen Produktionsmengen im Bereich
0;x, steigen die Kosten bei einer Erhohung
der Produktionsmenge bedingt durch
effizienteren Ressourceneinsatz (z. B.
Arbeitskréfte und Maschinen) nur degressiv.
Wird die Produktionsmenge uber die
Wendestelle hinaus ausgeweitet, bewegt sie

sich also im Bereich ]xw;xKap] , S0 steigen

die Kosten durch erhdhten Energieverbrauch,
zusatzlichen Maschinenverschleif,




Visualisierung

Begleittext

Uberstundenzuschlage u. a. progressiv.

Hieraus ergibt sich zwingend, dass die
Kostenkurve weder ein lokales Minimum noch
Maximum aufweisen kann.

AFB I
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3. a) Kostenkurve als ganzrationale Funktion 3. Grades

) Kostenkurve
Kosten n GE)

‘ Nur Randextrema — keine relativen! ‘

100 -

K

Name des Priiflings Folie 6

Der Graph einer ganzrationalen Funktion 3.
Grades ist gekennzeichnet durch einen
Wendepunkt, in dem der Graph von einer
Rechts- in eine Linkskurve — oder auch
umgekehrt — tbergeht. Das Kriimmungs-
verhalten ist dabei abhangig vom in der
Funktionsgleichung K angegebenen
Koeffizienten a. Fur a> 0 ist die Kurve
rechts-/linksgekrimmt, fiir a <0 umgekehrt.
Zusétzlich kann der Graph entweder
paarweise einen lokalen Hoch- und Tiefpunkt
aufweisen oder keinen von beiden. Diese
typischen Kennzeichnen spiegeln sich im
Verlauf der Kostenkurve in besonderer Weise
wider, so dass eine ganzrationale Funktion 3.
Grades hinreichend zu deren Beschreibung
geeignet ist.

AFB 1l

"l

4. a) Ermittlung der Gleichung der Kostenfunktion
Aufstellen der Bedingungsgleichungen

Aus den Angaben zur Kostenkurve lassen sich die
folgenden Bedingungsgleichungen herleiten:

K(2)=26: 8a +b +2c +d = 26
K(3)=28: 27a 49 +3c +d = 28
K"(3)=0: 18a 2b =0
K(8)=98: 512a +64b +8c +d = 98

Name des Priiflings Folie 7

Aus den Angaben zur Kostenkurve lassen
sich durch Einsetzen der entsprechenden
Werte in die gegebene allgemeine Form von
K die folgenden Bedingungsgleichungen
herleiten.

Das entstandene Gleichungssystem bzw. die
sich daraus ergebende Systemmatrix bzw.
erweiterte Koeffizientenmatrix lasst sich mit
dem ,,GauBlschen Eliminationsverfahren*
eindeutig losen.

Dabei sind die folgenden elementaren
Matrizenumformungen zuldssig:

— Vertauschen zweier Zeilen der Matrix,

— Multiplizieren einer Zeile der Matrix
mit einem Faktor ungleich 0,

— Addieren des Vielfachen einer Zeile der
Matrix zu einer anderen Zeile der
Matrix.




Visualisierung

Begleittext

"l

4. b) Ermittlung der Gleichung der Kostenfunktion
Losen des Gleichungssystems in Matrizenschreibweise

Das Gleichungssystem bzw. die sich daraus ergebende Systemmatrix lasst sich
mit dem ,, GauBschen Eliminationsverfahren” eindeutig I6sen:

8 4 2 1026] [|1[27]9 |64 8 4 2 1[26 8 4 2 1[26 1
27 9 3 128 -8 0 36 30 19]478 0 36 30 19478 1
18 2 0 00 -4 0 0 48 521240 0 0 12 13310
512 64 8 1/98 -1 0 0 0 30300 0 0 0 1]10 |[1]-13-19]-
8 4 2 1|26 " [8 4 2 ol16 42108 5[1
0 36 30 109|478 || |1|7|16 0 36 30 0288 0 3 5 048
0 28 18 9|234 -9 00 12 oiso| < o 0 1 ots 11|
0 192 120 631566 -3 00 0 110 00 0 110 |
10 0 005
01 0 045
<001 ols niegesucmeKostenfunktion|au:eta|sc:‘K(x):o,5x374,5x2+15x+1o‘
00 0 1j10

Name des Priiflings Folie 8

Lé&sst sich die Koeffizientenmatrix in eine
Einheitsmatrix umformen, so wird der
Konstantenvektor der Systemmatrix in den
Ldsungsvektor des Systems Uberfiihrt.

Durch Einsetzen der Lésungswerte fir die
Koeffizienten in die allgemeine Form der
Kostenfunktion ergibt sich die Gleichung der
Kostenfunktion K.

AFB Il
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5. Bestimmung der Wertemenge fiir die Koeffizienten von K
K: K(x)=ax®+bx*+cx+d
a: a>0, weil die Kurve von K eine Rechts-/Linkskrimmung aufweist

b:b<0, weil ein Wendepunkt in Dy, existiert und damit folgende
Bedingungen erfiillt sein missen:

K'(x)=0< 6ax+2b:0<:x:—£; -—>0na>0<b<0
3a 3a

¢:¢>0, weil die Kurve von K keinen Extrempunkt besitzt und damit
folgende Bedingung nicht erfillt sein darf:

2
K’(x):0c>3ax2+2bx+c:0©xl,2:—ii LR
3a 3a 3a

Aus der Diskriminante ergibt sich:
2

2
c>OAc<b— Beic:b—liegtinx:—geinSattelpunkt!
3a 3a 3a

d: d>0, weil d der y-Achsenabschnitt und damit gleich den fixen
Kosten ist

Name des Priiflings Folie 9

Fur die Koeffizienten der Kostenfunktion
ergibt sich unter Berucksichtigung der
vorherigen Ausfiihrungen:

Koeffizient a:

a >0, weil die Kostenkurve eine Rechts- /
Linkskrimmung aufweist

Koeffizient b:
b <0, weil ein Wendepunkt in Bereich
05 %] existiert und damit die folgenden

Bedingungen erfiillt sein missen:

K”(X):O<:>6ax+2b:0<:>x:—£

3a
b
Aus —£>0Aa>0 folgt: b<0

Koeffizient c:

¢ >0, weil die Kostenkurve keinen
Extrempunkt besitzt und damit folgende
Bedingung nicht erfillt sein darf:

K'(x)=0< 3ax’ + 2bx+c=0

Aus der Diskriminante und der VVorgabe




Visualisierung

Begleittext

2
a>0 ergibt sich: c>0/\c<t3)—a

Sonderfall [Nur fir erhdhtes Niveaul!]:

2
Sollte ¢ = :—a sein, so hat die Steigung in der

Wendestelle x = —% den Wert 0

(Sattelpunkt). Ein Kostenzuwachs von Null
ist aber aus ékonomischer Sicht nicht
sinnvoll, da bei der Erh6hung der
Produktionsmenge mindestens Material-
kosten anfallen.

Koeffizient d:

d >0, weil d der y-Achsenabschnitt und damit
gleich den fixen Kosten ist.
AFB II/1ll
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6. Problematisierung der Grenzkostenfunktion K*

Kostenkurve bei ganzen / gebrochenen / beliebig teilbaren
Produktionseinheiten:

eeeeeeeeeeee

Kostenkurve
sssssssssss

Name des Priiflings

Folie 10

Nach der 6konomischen Definition sind
Grenzkosten der Kostenzuwachs, der durch
die Mehrproduktion einer
Ausbringungseinheit entsteht, also eine
Sekantensteigung als Kostenzuwachs
zwischen zwei Punkten. Die
Ableitungsfunktion K’ ordnet jedem Punkt
der Kostenkurve die in diesem Punkt
existierende Tangentensteigung zu, also im
eigentlichen Sinne den Kostenzuwachs fr
eine bestimmte Ausbringungsmenge.

Dieser Widerspruch wird in der
Kostentheorie dadurch geldst, dass man von
beliebig kleinen Produktionseinheiten
ausgeht. Aus der Annahme, dass zwei
Produktionsmengen x, und x, nur marginal

zu unterscheiden sind, also x, = x, +h mit

h — 0 gilt, lasst sich mathematisch zeigen,
dass aus dem Differenzenquotienten
(Sekantensteigung) in der
Grenzwertbetrachtung ein Differential-
quotient (Tangentensteigung) wird.

Letztendlich ist diese Annahme von beliebig
kleinen Produktionseinheiten auch zwingend
erforderlich, um den typischen Verlauf einer
ertragsgesetzlichen Kostenkurve, der als Graph
einer ganzrationalen Funktion 3. Grades im




Visualisierung Begleittext

O6konomisch sinnvollen Definitionsbereich
angesehen wird und der damit dort stetig und
differenzierbar sein muss, mathematisch zu
rechtfertigen.

AFB Il

Fragen flr den zweiten Prifungsteil:

Neben Fragen, die das Verstandnis und die Selbststdndigkeit der Losung der Aufgabenstellung
tberprifen (z. B. Nachfragen zu 6konomischen Sachkontexten und zu Rechenschritten), kann man im
anschlielfenden Gesprach auch weiterfilhrende Fragen, insbesondere zum semesterlbergreifenden
Themenbereich stellen:

1. Was versteht man im Rahmen der Matrizenumformung unter den Begriffen Pivotzeile, Pivotspalte
und Pivotelement?

2. Bei Fragestellungen zur Losbarkeit linearer Gleichungssysteme werden als Entscheidungskriterien u.
a. der Rang der Koeffizientenmatrix und der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix
(Systemmatrix) genannt. Was heifst Rang einer Matrix A und welche Schlussfolgerungen kann man
aus den Réngen der Koeffizientenmatrix und der Systemmatrix fur die Losbarkeit eines linearen
Gleichungssystems ziehen?

3. Inder Kostentheorie werden zwar nach wie vor s-formige Kostenverldufe unterstellt, aber zunehmend
Modellierungen mit linearen Kostenverlaufen vorgenommen. Welche Rahmenbedingungen miissen
gegeben sein, damit sich diese weitere Vereinfachung der Realitat als Unter- bzw. Teilmodell des hier
prasentierten Modells eines s-formigen Kostenverlaufs darstellen lasst?
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