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Freie und Hansestadt Hamburg
Behdrde fur Bildung und Sport

Schriftliche Abiturprifung
Schuljahr 2007/2008

27. Méarz 2008, 9.00 Uhr

Leistungskurs Mathematik

CiMS — Schulen

Unterlagen fir die Lehrerinnen und Lehrer — Zweittermin

Diese Unterlagen sind nicht fur die Pruflinge bestimmit.

Diese Unterlagen enthalten:
1 Allgemeines
Ruckmeldebogen
Hinweise fur die Auswahl der Aufgaben

Hinweise zum Korrekturverfahren

aa b~ W DN

Aufgaben, Erwartungshorizonte und die Bewertung fir jede Aufgabe

1 Allgemeines

e Weisen Sie hitte die Schillerinnen und Schiiler auf die allgemeinen Arbeitshinweise am Anfang
der Schilermaterialien hin.

e Die Schilerinnen und Schiler kennzeichnen ihre Unterlagen nur mit der Kursnummer und ihrer
Schilernummer, nicht mit ihrem Namen.

e DieArbeitszeit betragt 300 Minuten.

o Erlaubte Hilfsmittel: CAS-faéhiger Rechner, Technische Benutzungsanleitung, Formel sammlung
»Das grofde Tafelwerk interaktiv*, Cornelsen-Verlag, Operatorenliste, Rechtschreiblexikon.

CiM2-LKLM-AWT Seite 1 von 43



Freie und Hansestadt Hamburg CiMS Schulen
Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2008
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2 Ruckmeldebogen fir die Zweitkorrektur

Bitte umgehend ausfillen und an BM 3 faxen!

Institut fr Bildungsmonitoring Schulchiffre:
BM 3

Fax 42 79 67-006

Aufgabenstatistik und Information fur die Zweitkorrektoren

in Fachern mit zentraler Aufgabenstellung

Fach: Mathematik, Leistungskurs Kurs-Nummer:

Bearbeitet wurden die folgenden Aufgaben:

Aufgabe Nr. Anzahl

1.1 von Pruflingen
1.2 von Pruflingen
1.1 von Pruflingen
1.2 von Priflingen
1.1 von Pruflingen
1.2 von Priflingen

Datum:

Unterschrift:
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3 Aufgabenauswahl

e Sie erhalten sechs Aufgaben — 1.1, 1.2 (Analysis) und I1.1, 11.2 (Lineare Algebra / Analytische
Geometrie) und 111.1, 111.2 (Stochastik).

e Siewdhlen genau zwei Aufgaben aus genau den zwei Sachgebieten | und Il oder | und Il aus
und reichen diese an die Schillerinnen und Schiiler weiter.

e Sie Uberprifen gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schilern die Vollstandigkeit der Arbeits-
unterlagen.

e Die Schillerinnen und Schiiler bearbeiten beide Aufgaben.

e Sievermerken auf der Reinschrift, welche Aufgabe sie bearbeitet haben.

4  Korrekturverfahren

e DieKorrekturen werden gemal3 der , Richtlinie fir die Korrektur und Bewertung der Priifungsleis-
tungen im schriftlichen Teil der Abiturpriifung® vorgenommen.

e DieBewertung und Benotung der Arbeiten wird auf einem gesonderten Blatt vorgenommen, siehe
Anlagen ,, Bewertungsbogen fur die Erst- und die Zweitkorrektur” (S. 4 und 5).

e Die Bewertungsbhdgen verbleiben in der Schule.

e DieOriginale der Schilerarbeiten werden zusammen mit dem Bewertungsbogen fur die Zweitkor-
rektur und einer Kursliste, die nur die Schilernummern enthalten darf, sowie einem Exemplar der
Lehrermaterialien zu einem Packchen gepackt.

e Zuden Zeitvorgaben, Warnmeldungen und dem weiteren Verlauf des Verfahrens siehe den ,,Ab-
laufplan fur die Durchfiihrung der schriftlichen Prifungen”.

Bei der Korrektur der Schilerarbeiten kann es auf Grund von unterschiedlichen didaktischen Konzep-
ten oder Verkirzungen auf Grund von Verabredungen zu unterschiedlichen Bewertungen von Schuler-
leistungen kommen, insbesondere im formalen Bereich. Bisher lief3en sich solche unterschiedlichen
Sichtweisen im Gesprach zwischen Referent und Korreferent kléren.

Im Abitur mit zentralen Anteilen ist eine solche Klarung wegen des anonymisierten Korrekturverfah-
rens nicht moglich. Deshalb ist insbesondere auf Seiten des Korreferenten ein sensibles Vorgehen
gefordert. Auch wenn der Korreferent eine andere Korrektheit von seinen Schillerinnen und Schiilern
fordern wirde, sollte er darauf achten, ob der Referent bel seinen Korrekturen durchgéngig anders
verfahren ist. Es gilt der Grundsatz, dass die Schilerinnen und Schiler durch unterschiedliche Sicht-
weisen nicht benachteiligt werden durfen.

Die L6sungsskizzen in den Erwartungshorizonten zu den einzelnen Aufgaben geben Hinweise auf die
erwarteten Schilerleistungen. Oft sind aber L dsungsvarianten moglich, die in der Skizze nur zum Tell
beschrieben werden konnten. Grundsétzlich gilt deshalb, dass ale Varianten, die zu richtigen Losun-
gen fuhren, mit voller Punktzahl bewertet werden, unabhéngig davon, ob die gewahlte Variante in der
L 6sungsskizze aufgefiihrt ist oder nicht.
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5 Aufgaben, Erwartungshorizonte und Bewertungen

Erwartungshorizont:

Kursiv gedruckte Passagen sind Hinweise an die korrigierenden Lehrkréfte. Sie sind nicht Bestandtei-
le der erwarteten Schilerleistung.

Bewertung:

Jeder Aufgabe sind 100 Bewertungseinheiten (BWE) zugeordnet, insgesamt sind also 200 BWE
erreichbar. Bel der Festlegung von Notenpunkten gilt die folgende Tabelle.

B:’:}ﬁ;ﬁgs’ Erggﬁ?];e Notenpunkte Bgﬁﬁ;.lizgs' IIE_rgr;\S:;e Notenpunkte
>190 >95% 15 >110 >55% 7
>180 =290 % 14 > 100 250 % 6
>170 >85% 13 > 90 >245% 5
> 160 >80 % 12 > 80 =40 % 4
> 150 >275% 11 > 66 >33% 3
> 140 =270% 10 > 52 226 % 2
>130 > 65 % 9 > 38 =19 % 1
>120 > 60 % 8 < 38 <19% 0

Die Note ,,ausreichend” (5 Punkte) wird erteilt, wenn annghernd die Halfte (mindestens 45 %) der
erwarteten Gesamtleistung erbracht worden ist. Dazu muss mindestens eine Teilaufgabe, die Anforde-
rungen im Bereich |1 aufweist, vollstandig und weitgehend richtig bearbeitet worden sein.

Die Note ,, gut” (11 Punkte) wird erteilt, wenn anndhernd vier Finftel (mindestens 75 %) der erwar-
teten Gesamtleistung erbracht worden sind. Dabei muss die Prifungdeistung in ihrer Gliederung, in
der Gedankenfiihrung, in der Anwendung fachmethodischer Verfahren sowie in der fachsprachlichen
Artikulation den Anforderungen voll entsprechen. Ein mit , gut* beurteiltes Prifungsergebnis setzt
voraus, dass neben Leistungen in den Anforderungsbereichen | und Il auch Leistungen im Anforde-
rungsbereich 111 erbracht worden sind.

Bei erheblichen Méngeln in der sprachlichen Richtigkeit sind bei der Bewertung der schriftlichen Prii-
fungsleistung je nach Schwere und Haufigkeit der Verstol3e bis zu drei Notenpunkte abzuziehen. Dazu
gehdren auch Mangel in der Gliederung, Fehler in der Fachsprache, Ungenauigkeiten in Zeichnungen
sowie falsche Beziige zwischen Zeichnungen und Text.
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ANALYSIS 1

.1 Kettenlinie

Bei vielen technischen Problemen treten K ombinationen von Exponentialfunktionen auf. Eine von
ihnen, die einen besonderen Namen trégt, soll hier ndher betrachtet werden.

Cosinus hyperbolicus: cosh(x) = % (e +e7)

a) Untersuchen Sie die Funktion cosh auf Nullstellen, Symmetrien und Asymptoten.
Skizzieren Sie den Graphen in ein Koordinatensystem mit —3< x<3. 10P

Uber einem Tal ist eine elektrische Leitung zwischen zwei Masten jeweilsin 117,8 m Hohe aufge-
héngt (Punkte A und B). Die Masten sind 150 m voneinander entfernt. Die Leitung befindet sich in der
Mitte auf einer Hohe von 80 m. Siehe Skizze.

146

= —"Ps

bebauter Hang

l s

In den folgenden beiden Aufgabenteilen wird der Verlauf der elektrischen Leitung mit unterschiedli-
chen Funktionen modelliert werden. Die einzelnen Modellierungen werden zum Teil miteinander ver-
glichen.

b) Die elektrische Leitung soll durch eine Funktion k der Form k(x) =a-cosh(b-x) mita,b>0
beschrieben werden.

» Begriinden Sie, dass a dabei die Hohe des tiefsten Seilpunktes Uiber der Grundebene ist.

» Untersuchen Sie, wie sich die Funktionswerte éndern, wenn sich bel festgehaltenem a der Pa-
rameter b vergrofiert.

* Weisen Sie nach, dass die Funktion kett mit kett(x) =80- cosh(0,0125- x) in etwadurch die
Punkte A, B und P5 verlauft. 15P
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¢) ¢ Berechnen Sie mithilfe der Regression eine ganzrational e Funktion p von méglichst niedrigem
Grad, die den Verlauf der Leitung anndhernd beschreibt und sodass gleichzeitig die Differenz
von p(x) und kett(x) nicht mehr a's einen halben Meter betrégt.

» Die Bezeichnung Cosinus hyperbolicus legt den Gedanken nahe, fir die Beschreibung einer
durchhangenden Leitung eine Funktion g mit der Gleichung q(X) =r - cos(s- X) +t zu verwen-

den.
Bestimmen Sie die Parameter r, sund t ohne Hilfe der Regression so, dass g den Verlauf der
elektrischen Leitung moéglichst gut beschreibt.

* Vergleichen Sie die gefundenen Néherungsfunktionen p und g jeweils beziiglich der Annghe-
rung an die Funktion kett.
Hinweis. Sollten Sefiir p oder g kein Ergebnis herausbekommen haben, so kdbnnen Se die Er-

satzfunktionen mit den Gleichungen p(x) =6-10°x* +6,3-10°x* +80 bzw.

q(x) =-38- COS(EHO . xj +117,8 verwenden. 25 P

Weiterfihrende Untersuchungen fiihren zu dem Ergebnis, dass die Funktionen der Form
k(x)=a-cosh(b-x) mita,b>0 am besten fiir die Beschreibung von héngenden L eitungen geeignet
sind. Sie heif3en auch Kettenlinienfunktionen. Im Folgenden wird deshalb nur noch die Funktion kett
mit kett(x) =80-cosh(0,0125- x) verwendet werden.

d) ¢ Bestimmen Siefir die Funktion kett den Winkel zwischen Leitung und dem Mast an einem
Befestigungspunkt.

* Untersuchen Sie allgemein, wie sich bei y=Kk(x) =a-cosh(b- x) die Parameter a und b sowie
der eben berechnete Winkel éndern, wenn man die Leitung straffer spannt. 5P

€) Unter der Leitung befindet sich ein bebauter Hang, dessen Bebauung im Intervall [-75;,-10] nach
oben durch die Gerade h mit h(x) =-0,67 - x+ 43 begrenzt wird (siehe Skizze auf der ersten Seite).

» Begrinden Sie, dass der Abstand zwischen der Leitung und der Begrenzungslinie h dort am ge-
ringsten ist, wo die Steigungen von kett und h Gbereinstimmen.

»  Waeisen Sie nach, dass zwischen der Leitung und der Begrenzungslinie h der Bebauung stets
ein Sicherheitsabstand von mindestens 15 m gewahrt ist. 2P

f) « Bestimmen Sie eine Schétzung fur die Lange der Leitung, indem Sie anstelle der Funktion nur
geradlinige Strecken zwischen den Punkte AR, PR,,R,,P,, R, und B verwenden.

» Fireineim Interval [c; d] stetig differenzierbare Funktion f berechnet sich die (Bogen-)Lange

d
| des Graphen von f tber [c; d] durch | =I./1+( f’(x))zdx.

Berechnen Sie die Lénge der Leitung zwischen A und B mit der Forme und vergleichen Sie
diese mit Ihrem Ergebnis von ersten Spiegel punkt. 15P
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L 6sungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Cosinus hyperbolicus:

Keine Nullstelle, dader Term in der Klammer als Summe zweier positiver Zah-
len immer positiv ist.

Da cosh(—x) =0,5- (e + €*) = cosh(x) , ist der Cosinus hyperbolicus eine gera-
de Funktion und sein Graph damit zur y-Achse spiegel symmetrisch.

Mit x — o geht € — 0, und damit gilt cosh(x) — 0,5-€*. Aufgrund der Ge-
radheit des cosh ist dies auch die Asymptote flir X — —oo .

Graph der Funktion:

b)

» Mit der Beachtung der Symmetrie der Kettenlinie und der Tatsache, dass das
Seil in der Mitte am tiefsten hangt:
k(0)=a-cosh(b-0)=a-0,5-(2¢°)=a-0,5-2=a.

Diesist das gewiinschte Resultat.

*  Wenn bei festgehaltenem a der Parameter b vergrofert wird, so éndert sich bei
x = 0 nichts. Der Tiefpunkt der Funktion bleibt aso erhaten. Fir grofiere x-
Werte vergrofern sich der Betrag der Argumentein der Exponentia funktion.
Da €* im Wesentlichen den Funktionswert bestimmt, weil € fir groRRe
x-Werte sehr klein ist, wird auch der Funktionswert gréfer:

Der Graph wird bei gleichem Minimum nach beiden Seiten steiler; er erreicht

bei festgehaltenem x grofRere Hohen.

* Mit dem gegebenen Bodenabstand in der Mitte ergibt sich sofort a=80.
Einsetzen liefert: 80-0,5-(e***7 +e°%%™) ~117,808.

Da vorausgesetzt war, dass es sich um eine Funktion der Form
k(x) =a-cosh(b-x) mita,b>0 handelt, ist damit alles gezeigt.

15
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L dsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Aus Symmetriegriinden kommen nur ganzrationale Funktionen von gerad-
zahligem Grad in Frage. Unter Verwendung der eingezeichneten Punkte wird
z. B. mit dem
ClassPad ei-
ne quadrati-
sche Funkti-
on gefunden: |-

N Zoorm Analvse Calc # @l
3 [ B

@uadr. Regression
=g xB+be xto

El fg T92e-3 ap

- =79, 473934
e =8, 9995618
Mse  =n. 1348165

K]
list4  lig]
1
2
4
: ‘
g

Esist z. B. an ¢ zu erkennen, dass bel der gefundenen quadrati schen Funktion
fir x=0 die Abweichung 80 m-79,479 m =
0,521 m grofZer als0,5 mist. SR

Stat. Berechnung [

=

Guart. Rearession

Wird p(x) =6-10"°x"* +6,4-10°x* + 79,83 B e
E-15

a s Naherungsfunktion gewahlt, dann liegt die

Abweichung im fraglichen Intervall Uberall un- e =nidoeaa

ter 0,2 m. ' !

Das kann man z. B. durch , plotten” der Diffe-

renzfunktion von p(x) und kett(x) sehen.

e A =Ny

[

o
nnn
=100 |
i ]
o o

&

am b
e
B
£

] |

Der Graph der Funktion g mit q(x) =r - cos(s- X) +t soll durch den Punkt

(0; 80) laufen, aul3erdem sollen bei x =—75 bzw. bei x = 75 Wendepunkte
liegen. Daraus ergeben sich die folgenden Gleichungen:

(0.1) g(®=r-cos(s-0)+t=r+t=80
(0.2) 9"(75)=—-r-s*-cos(s-75) =0
(0.3) q(75)=r -cos(s- 75) +t=117,8

Als Lésung erhélt man die Parameterr = —37,8, s= % undt =117,8.

Die grofte Abweichung zwischen kett und q betragt 2,79 m. Damit be-
schreibt p den Verlauf deutlich besser, da dort die Abweichung unterhalb von
0,2 mliegt. Das kann man z. B. durch , Plotten* der Differenzfunktion von
p(X) und kett(x) sehen.

10 | 15
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L dsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

d)

Der Winkel ergibt sich aus der Steigung der Kettenlinie an der Stelle x = 75:
k'(75) =80-sinh(0,0125- 75) - 0,0125 = 1,08099.
Damit ergibt sich das Winkelmal3 zu o = 90° — arctan(k '(75)) = 42,77° .

Wenn das Seil straffer gespannt wird, so hdngt esin der Mitte hoher. Also

waéchst der Parameter a.

da zugleich das Hohenwachstum zwischen Mitte und Tdrmen abnimmt, muss
(mit dem Ergebnis von c) oder z. B. durch Nachrechnen an einem Beispiel)
der Parameter b abnehmen.

Dadas Seil ,,waagerechter” in den Aufhangungspunkten ankommt, wird der
Winkel groRer, bleibt aber unter 90°.

15

e Dort mussaso kett’(x) =sinh(0,0125- x) = -0, 67 sein. Daraus ergibt

Normale zu h

kett

Parallele zu h

Der Graph von kett ist eine Linkskurve. Aus der Abbildung ergibt sich, dass
der Abstand der Leitung von der Linie h mith(x) =-0,67- x+ 43 im Intervall

[-75;-10] dort am geringsten ist, wo die Steigung von h und kett Gberein-
stimmen.

sichx=-50,23. Die Normale zu kett an dieser Stelle hat die Gleichung

1
n(x) = ——-x+171,27.
) 0,67 .

h und n haben den Schnittpunkt H(-59,31 ; 82,74). Der Schnittpunkt der Ket-
tenlinie mit nist K(-50,23 ; 96,30). Nach Pythagoras ergibt sich als Abstand

zwischen H und K \/(96,30—82, 74)* +(-50,23+59,31)? =~ 16,3. Dieser
Wert liegt oberhalb des geforderten Sicherheitsabstandes von 15 m.

10 | 10
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Zuordnung
L ésungsskizze Bewertung
(I
f) Die Lange der Leitung l&sst sich nach dem Satz von Pythagoras und unter
Ausnutzung der Symmetrie wie folgt berech-
nen:
|- 2:[|2]+[ee ]« [7r]
=2. [\/(117,8—100)2 +(=75+55)" + \/(100— 90)° + (-55+ 40)" + \/(90— 80)° + (—40-0)° }
~2.[26,8+18,0+41,2] =172,0
Die Leitung ist nach dieser Naherung also ungefahr 172 m lang.
75 2 75 2
| = j \/1+(kettgo;o,0125 (X)) dx= j \/1+ (sinh(0,0125- x))"dx
-75 75
75
= [ cosh(0,0125- x)dx
75
=2-80-sinh(0,0125- 75) = 172,96
Demnach ist die Leitung ungefahr 173 m lang.
Die Naherung kommt der tatséchlichen Lénge schon recht nahe. 5 10
Insgesamt 100 BWE| 20 | 60 | 20
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ANALYSIS 2

[.2 Nutzholzer

Ein Forstwirt plant Nutzholzer anzubauen. Zur Auswahl stehen die Sorten mit den Namen Fichtel-
baum und Griinbuche. Zu beiden Sorten gibt es Informationen, die auf langjahrigen Studien beruhen.

Zur Vereinfachung wird im Weiteren nur das Langenwachstum dieser Baume betrachtet.

a) Fur die Sorte Fichtelbaum liegt folgende Tabelle des L angenwachstums vor:

X Jahre nach der Pflanzung 0 2 4 6 8 10

F(x) | Hohein Dezimetern 4 185 37,0 429 438 44.0

» Berechnen Sie mithilfe einer quadratischen und einer logistischen Regression jeweils eine Funk-
tion fur die Hohe der Sorte Fichtelbaum in Abhéngigkeit von der Wachstumszeit x nach der
Pflanzung.

» Begriinden Sie, warum hier die logistische Regression besser geeignet ist.

Fur die Grinbuche findet der Forstwirt die Funktion G zur Ermittlung der Baumhohe ab Pflan-
zung:

G:x—a—be *abeRundab>0.
Er mdchte aus dieser Familie ebenfalls Setzlinge wahlen, die mit einer Hohe von 4 Dezimetern

gepflanzt werden. Erfahrungsgemald sind diese Setzlinge nach 2 Jahren auf eine Hohe von
38,6 dm angewachsen.

» Bestimmen Sie die zugehtrigen Werte fir a und b und geben Sie den Funktionsterm fir G an.
» Skizzieren Sie die Graphen von F und G in das beigefligte Koordinatensystem.

Hinweis: Sollten Se die vorher gehenden Aufgaben nicht gel st haben, verwenden Se hier bitte
F" und G™ aus Aufgabenteil b).

* Vergleichen Sie das Wachstumsverhalten beider Sorten. Gehen Sie dabei sowohl auf die
Hohenentwicklung, als auch auf die Wachstumsgeschwindigkeit ein. 40P

b) Arbeiten Siein diesem Aufgabenteil bitte mit den vereinfachten (jedoch vom Aufgabenteil a) et-
was abweichenden) Funktionen

F: x und G’ : x > 45-47,3-*

%—
10-e™ +1

»  Weisen Sie mithilfe dieser beiden Funktionen nach, dass x, = 1,6 Jahre der einzige Zeitpunkt
ist, bei dem beide Nutzhdlzer gleich schnell wachsen.

»  Weisen Sie nach, dass die beiden Nutzhdlzer zum Zeitpunkt x; den gréfiten Hohenunterschied
aufweisen.
Berechnen Sie diesen Hohenunterschied.

» Berechnen Siefir beide Nutzhdl zer, wie hoch sie geméal3 dem jeweiligen Modell hdchstens
wachsen konnen.

» Berechnen Sie jewells die Wachstumsdauer, nach der jedes der beiden Nutzhélzer gemal3 des
Modells 75 % der Gesamthdhe erreicht hat. 0P
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Im Aufgabenteil b) wurde ausgehend von Funktionen, die die Hohe eines Baumes beschreiben,
Wachstumsgeschwindigkeiten betrachtet.
Veralgemeinert haben entsprechende Wachstumsgeschwindigkeiten das folgende Aussehen:

fbc:X%ﬁ b,CGR
' e

Diese Funktionen werden im Folgenden genauer betrachtet:

Untersuchen Sie den Einfluss des Parameters c auf die Wachstumsgeschwindigkeit.
Begriinden Sie, warum im Sachkontext ¢ > O gefordert werden muss.

In den folgenden Teilen soll der Einfluss von b erforscht werden. Gehen Sie hierfir von ¢ =100
aus.

Ermitteln Sie drei grundsétzlich unterschiedliche Verlaufe der Graphen.

Skizzieren Sie dafUr jewells ein Beispiel und geben Sie den jeweils gewahlten Wert fir b an.
Untersuchen Sie nun, welchen Bedingung der Parameter b gentigen muss, damit das Modell rea-
le Vorgénge beschreiben kann.

Vergleichen Sie die reale Vorgange beschreibenden Wachstumsfunktionen mit Ihnen bekannten
Wachstumsvorgangen

Betrachten Sie auf lhrem Bildschirm Graphen von f, 100 mit ansteigenden Werten fir b. Be-
ginnen Siebel b= 10.

Interpretieren Sie - ausgehend vom unterschiedlichen Verlauf der Graphen - den Einfluss des
Parameters b auf die Baumhohe. 0P
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Anlage zur Aufgabe , Nutzhdlzer”

N
4

X in'Jahren
12

11

10

y Lange in Dezimetern

50
40
30
20
10

0
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[ |
@ |+ Diequadratische Regression liefert: Foaa (X) = —0.6334x* +10,3605x + 3.125
Dielogistische Regression liefert
. 9,45.10° . %9~
mit DERIVE F__ (x) = '
oo (X) 2,15.10° - %% + 2,15.10°
mit dem Ti mit dem ClassPad
i ms il Stat. Berechnuno KIS
i = = Logist. Regression
g w=c/{l+ar & -bex2)
e L = =18, 827351
N = 031853 b =H., 9925371
g— c =43, 997758
e MSe  =5.753e-4
[ 1 (Enter=0E_>» -
4[:2= KAl AUTO FUHZ
10
Gemal3 der quadratischen Regression miisste die Hohe des Baumes nach
Erreichen eines Hochpunktes wieder abnehmen. Diesist unrealistisch. Au-
Rerdem lasst sich aus den Tabellenwerten vermuten, dass die Hohe des Nutz-
holzes einen Séttigungswert erreicht. Also bietet sich eine logistische Regres- 5
sion an.
Aus den Bedingungen G(0) =4 und G(2) = 38,6 ergeben sich die Gleichun-
| a-b=4
en: .
d Il a—b-e?=38,6
Mit dem solve-Befehl folgt a= 44,0155 und b = 40,0155, also
G(x) =40,0155-40,0155-€ . 10
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y Lange in Dezimetern

1 2 3 4 5 6 7 8 ] 10 1" 1

Von den Schilerinnen und Schiller wird nur eine Skizze im vorbereiteten
K oordinatenkreuz erwartet.

» Die Nutzhdlzer haben bei Pflanzung dieselbe Hohe. Etwain den ersten flnf
Jahren erreicht Nutzholz G aber eine deutlich grofRere Hohe al's Nutzholz F.
Sorte G wéchst also erheblich schneller al's Sorte F. Sorte G wéchst zu An-
fang am schnellsten, Sorte F beim Wendepunkt (etwa nach zwei Jahren).
Beide Wachstumsgeschwindigkeiten verringern sich deutlich etwa ab dem
funften Jahr. Beide Holzer streben derselben Séttigungshthe von etwa 44
Dezimetern zu. 10

b) |+ DieWachstumsratenf  und g werden durch die ersten Ableitungen von F~
und von G™ angegeben.
Uber den Differenzierungsbefehl des CAS (bzw. Handrechnung bei G') er-

X

mittelt man: " (x) = _440-e” und g (x) =—47,3-€ .
(e* +10)?

Fir den Zeitpunkt gleicher Wachstumsgeschwindigkeit muss die Gleichung
f7(X) =g (X) gelést werden. Mithilfe des solve-Befehls erhélt man die ein-

zigeLOsung x, =1,585.

Nach ungefahr 1,6 Jahren wachsen beide Hol zarten gleich schnell. 10
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[ |
Fiir den Hohenunterschied kann man eine Differenzfunktion D=G —F’
definieren. Fir den Zeitpunkt des Maximums von D muss D’(x) =0 gelten.
DaD'(x)=g (X)— f (x) und f"(x)=g (x) fir das x; aus dem vorigen
Spiegelstrich, folgt dass auch nur fir x, =1,6 gilt D’(x)=0.
Die Existenz eines Maximums ist aufgrund der angefertigten Grafik ersicht-
lich.
Nach etwas Uber anderthalb Jahren ist der Héhenunterschied der Holzer also
am grofdten.
Die Grof3e des Hohenunterschieds bestimmt man aus
G’ (1,585) - F"(1,585) = 35,31-14,43=20,88.
Der grofte Hohenunterschied betragt rund 21 dm. 5|5
Die erreichbare Hohe der Baume I&sst sich tiber Grenzwerte fir , X gegen
unendlich" bestimmen:
Sorte F: lim F™ (x) = lim L =44 (da lime™*=0)
X—>o0 x—e 10.@ X +1 X—oo

Die Sorte F wachst bis zu einer Héhe von 44 dm.
Sorte G: lim G (x) =lim (45-47,3.€ ) =45 (dalime™ =0)
Die Sorte G wéchst bis zu einer Héhe von 45 dm. 5
e SorteF:

Die Losung der Gleichung F~ (x) = 33 ist gesucht. Der solve-Befehl lie-

fert: x=1In(30) = 3,40.

Nach etwa 3,4 Jahren hat der Baum 75 % seiner Gesamthdhe erreicht.

Sorte G:

Die Losung der Gleichung G” (x) = 33,75 ist gesucht. Der solve-Befehl

liefert: x =1In(946) + 2-In(55) = 1,44. Dieser Baum hat 75 % seiner Ge-

samthdhe bereits nach rund anderthalb Jahren erreicht. 5

C) Die Wachstumsgeschwindigkeit vergréf3ert sich proportional zum Parameter

C.
Fir ¢ < 0 ware die Wachstumsgeschwindigkeit negativ, was ein Schrumpfen
des Baumes bedeuten wiirde. Fir ¢ = 0 gébe es gar kein Wachstum. Da Bei-
desist unredistischist, muss ¢ > 0 gefordert werden. 5
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* Fir b<0, b=0 undb>0 entstehen grundsétzlich unterschiedliche Gra-
phen.

Beispiel fur b<Oundb>0 Beispiel furb=0

y

1001

Wird b < 0 gewdhlt, so entsteht eine Polstelle. Die Wachstumsgeschwindig-
keit misste demnach fir eine bestimmte Zeit unendlich grof3 werden. Das ist
nicht realistisch.

Fur b = Oist die Wachstumsgeschwindigkeit zu Beginn am grof3ten, nimmt
dann standig ab und nahert sich null. Diese Entwicklung ist mdglich. Damit
weist diese Funktion das gleiche Wachstumsverhalten wie ein beschranktes
Wachstum auf.

Fur b > O ist die Wachstumsgeschwindigkeit zu Anfang sehr klein, sie wéchst
dann bis zu einem maximalen Wert. Dann nimmt sie éhnlich wiebei b= 0
ab. Auch diese Entwicklung ist realistisch und hat das gleiche Wachstums-
verhalten wie das | ogistische Wachstum. 15
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[ |l
« Die Schiler erzeugen 1y
eine entsprechende
Grafik auf ihrem Bild- T
schirm, die sie mogli-
cherweise auch skiz-
Zieren. Diesist aber
nicht verlangt.
Je grofRer der Wert von b ist, umso kleiner ist die zugehtrige maximale
Baumhdhe, denn die Flache unter dem Graphen der Wachstumsgeschwin-
digkeit nimmt mit steigendem Wert von b ab.
Der Zeitraum des groften Wachstums liegt umso friher, je kleiner b ist. Also
wird ein bestimmter Anteil der Gesamthhe auch umso friher erreicht, je
kleiner bist. 515
Insgesamt 100 BWE| 25 | 55 | 20
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.1 Flugbahnen

Vom Tower eines Flughafens aus wird ein Flugzeug F1 beobachtet, welches sich in eéinem Beobach-
tungszeitraum von 2 Minuten, beginnend mit dem Zeitpunkt t, = 0 s, mit einer konstanten Geschwin-
digkeit auf einer gradlinigen Bahn bewegt. Alle Angaben sind in Kilometern.

Nehmen Sie aulRerdem an, dass die Erdoberfléche eine Ebeneist.

Die Aufgabenteile @), b) und c) beziehen sich auf den oben beschriebenen Beobachtungszeitraum.

a) DasFlugzeug F1 wird zunéchst zum Zeitpunkt to = 0 sim Punkt F1,(-1|2]0,4) geortet. 15 Se-

kunden spéter wird esim Punkt F1,(0,5|1]|0,7) geortet.

» Berechnen Sie eine Geradengleichung, die die Flugbahn von F1 beschreibt.

» Berechnen Sie die Geschwindigkeit des Flugzeuges und geben Sie I hr Ergebnisin

km . km
— undin — an.
h min
» Berechnen Sie den Punkt, indem das Flugzeug F1 eine Flughthe von 2,5 km erreicht hat.

» Bestimmen Sie den Winkel der Flugbahn gegeniiber der Horizontalen. 2P
Ein zweites Flugzeug F2 bewegt sich im Beobachtungszeitraum ebenfalls auf einer gradlinigen Bahn.

b) Das Fugzeug F2 wird auch zum Zeitpunkt to = O s beobachtet. Es befindet sich im Punkt

2
F2,(-3|-1]|3,7) und fliegt mit der Geschwindigkeit von 5k—_rn inRichtung f2=|6|.
min
1

» Erlautern sie ohne eine weitere Rechnung, warum die Funktion, die den Abstand der beiden
Flugzeuge beschreibt, genau ein Minimum hat.

» Bestimmen sie im Beobachtungszeitraum die kleinste und die grofdte Entfernung der beiden
Flugzeuge. Berechnen Sie die jeweiligen Abstande. 2P

Cc) * Bestétigen Sie, dass die beiden Flugbahnen sich nicht schneiden.

e Esgibt einen Punkt auf der Flugbahn von F1, der genau senkrecht unter einem Punkt der Flug-
bahn von F2 liegt.
Bestimmen Sie die beiden Punkte sowie deren Abstand.

» Entscheiden Sie, ob dieser Abstand mit dem Abstand der beiden Flugbahnen tbereinstimmt.
20P

d) Nahe der Startbahn befindet sich im Punkt R(-3]1,5]0) eine Radarstation mit einem halbkugel-

formigen Uberwachungsbereich von 90 km.

Ermitteln Sie unter der Annahme, dass sich das Flugzeug F1 auch auRRerhalb des Beobachtungs-
zeitraumes gradlinig weiterbewegt, wie viele km das Flugzeug im Uberwachungsbereich des Ra-
darsfliegt. 5P
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€) Im Anschluss an den Beobachtungszeitraum von 2 Minuten fliegt das Flugzeug F2 nicht mehr
gradlinig weiter. Eswird von zwei Radarstationen R1 und R2 erfasst. R1 befindet sich in dem
Punkt (-5]7|0) und R2im Punkt (12]|-4|0) .
Von R1ist das Flugzeug F2 47 km entfernt und von R2 ist das Flugzeug 35 km entfernt.

» Bestétigen Sie, dass ale infrage kommenden Punkte sich auf einem Halbkreis befinden.
» Bestimmen Sie den Radius und den Mittel punkt des Halbkreises.
» Bestimmen Sie die Ebene, in der dieser Halbkreis liegt. 25P
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[ |
a) -1 15
Die Geradengleichung ergibt sich aus W.l +k(FL FL)= 2 |+k| 1 |,
0,4 0,3
wobei f1, der zu F1, gehdrende Vektor ist.
Eswird nun die Lange der Strecke von F1; nach F1, bestimmt und mit 4
malgenommen. Dasist die Strecke, die das Flugzeug in einer Minute zurick-
legt. Durch Multiplikation dieses Ergebnisses mit 60 erhdlt man diein einer
Stunde zurtickgel egte Strecke.
15
|FL FL|=| 1 =_V?’34.~,183
10
0,3
—‘334-4: 7,3und —‘334-4- 60 =~ 438,62
10 10
Das Flugzeug F1 liegt mit einer Geschwindigkeit von ungefahr 7,3 k_m
min
bzw. ungefahr 439 kTm
Fur die xg-Komponente der Flugbahn muss 2,5 ergeben
X, =0,4+k-0,3=2,5. Z. B. mithilfe des solve-Befehls erhdlt man k=7.
Dieses Ergebnis wird in die Geradengl eichung eingesetzt:
-1 15 9,5
2 [+7/ 1 |=| 9
0,4 0,3 2,5
Daraus ergibt sich der gesuchte Punkt zu (9,5]9]2,5).
Esist der Winkel zwischen dem Richtungsvektor der Flugbahn ?1 und der
Horizontalen zu bestimmen. In der entsprechenden Formelsammlung findet
A-f,
man die Formel sin(x) = |‘ﬁ| fi , wobei 1ider Richtungsvektor der Ebne ist.
nl-|f,
0 3-4/334
Indiesem Fall ist n=| 0 |, also folgt sin(e) = '334 ~0,16, sodass z. B.
1
mithilfe des solve-Befehls o = 9,4° folgt.
Hinweis: Ebenso ist u. a. eine elementargeometrische Losung Uber die Lange
des Richtungsvektors und dessen x;-Komponente moglich. 15| 5
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| i | i
b) Die beiden Flugbahnen werden al's Funktionen f; und f, in Abhangigkeit von

der Zeit t aufgefasst. Der Abstand der beiden Flugzeuge zum Zeitpunkt t wird
durch | f,(t) — f,(t) |beschrieben. Nach Definition des Abstandes als Wurzel
aus der Summe der Quadrate der Komponenten hat die Abstandsfunktion ge-
nau dann einen Extremwert, wenn der Radikand extremal wird. Da der Radi-
kand eine quadratische Funktion in t ist, hat er nur ein Extremwert. Aufgrund
des Kontextes der Aufgabe kann es nur ein Minimum sein, denn die Flugzeu-
ge bewegen sich wahrend ihres Fluges voneinander weg.

Liegt die Extremstelle nicht im Beobachtungszeitraum, so gibt es ein eindeu-
tig bestimmtes (Rand-) Minimum — einer der beiden Randwerte.

Hinweis: Auch ohne Erwahnung des Randminimums sollte volle Punktzahl
gegeben werden. Um die Formulierung nicht zu kompliziert zu machen, wur-
de die Aufgabenstellung nicht prazisiert.

Setzt man in der Geradengleichung von F1 aus dem Aufgabenteil @) k=4, so
erhédt man den Punkt F1,(5|6|1,6), an dem das Flugzeug nach einer Minute

ist. Damit |8sst sich die Geradengleichung auf die Form
-1 -1 6
2 +k(m): 2 |+k| 4 |,waobel kin Minuten angegeben wird.
0,4 0,4 12
Eine Geradengleichung fur die Flugbahn des zweiten Flugzeugs ist
-3 2
-1 [+1| 6|, wobei I (noch) nicht in Minuten angegeben wird. Dazu wird
3,7 1
ein Richtungsvektor gesucht, der die gleiche Richtung wie der Urspriingliche

5 — 541

aufweist, aber die Lange 5 (km) hat. ‘fz‘_m,alsohat ﬁfz_?fZ
-3 2
die Lange 5 und man erhdt | —1 +Ii 6 |als Geradengleichung, wobei |
3,7 Va1 1
in Minuten angegeben wird.
-1 5 -3 2
Durch fit)=| 2 |+t| 6 |und f2(t)=| -1 +ti 6 | erhdt man zwei
0,4 16 3,7 Va1 1

Funktionen, die jeweils den Ort der Flugzeuge zum Zeitpunkt t ausgeben,
wobei t in Minuten angegeben wird.

ab(t) =| f1(t) — f 2(t) | gibt den Abstand der beiden Flugzeuge zum Zeitpunkt
t an. Zur Bestimmung des minimalen Abstandes wird die erste Ableitung da-
von gebildet und gleich null gesetzt.

Man erhélt als Nullstelle der ersten Ableitung t = —0,2673
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[ |
Das Minimum liegt aulRerhalb des Beobachtungszeitraumes, sodass die gesuch-
ten Werte am Rand des Beobachtungszeitraumes liegen. Fir t = 0 erhadlt man das
Minimum mit ab(0) = 4,9 und fur t = 2 erhdt man ein Maximum mit
ab(2) =11,3:
Der kleinste Abstand der beiden Flugzeuge betragt etwas 4,9 km und gréfiite
Abstand im Beobachtungszeitraum betragt etwa 11,3 km. 20
) -1 5 -3 . 2
e Esist| 2 [+k| 6 |=| -1 |+] T 6 | zu losen. Diese Gleichung hat aber
0,4 16 3,7 4l 1

keine Lésung, sodass die beiden Flugbahnen sich nicht schneiden.
*  Wenn die beiden Punkte genau senkrecht (ibereinander liegen, so miissen die

x;- und die x-Komponente tibereinstimmen. Es ist also das Gleichungssystem

-1+6k=-3+2

zu l6sen. Als Losung erhdt man k = _3 und | - , SO-
2+4k=-1+6l 14 14
. , 16,81

dass der Punkt P, auf der Flugbahn F1 die Koordinaten [—7 |7 |7) und der

Punkt P, auf der Flugbahn F2 die Koordinaten [—1—76 |§ |%) hat.

Der Abstand betragt &—E _E =39

3B 7 35

Die beiden Punkte haben einen Abstand von ungefahr 3,9 km.
« Esist zu untersuchen, ob der Verbindungsvektor PP, senkrecht auf den

Flugbahnen von F1 und F2 steht.

> 822
Z.B.ist das Skalarprodukt | 6 |-PP, = 1% # 0, also stehen die beiden
16
Vektoren nicht senkrecht aufeinander. 5|15
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d)

Esist er Schnittpunkt der Flugbahn mit der (Halb-)Kugel zu bestimmen:
In die Kugelgleichung (x, — (=3))* + (%, —1,5)* + (%, — 0)* = 90° werden die
Koordinaten der Flugbahn von F1 eingesetzt:

3 2 » (3. V%
[Zk 1+3) +((k+2)-15)) +(1ij =90°.
Mithilfe des solve-Befehls erhdlt man die beiden Losungen
k = 48,16 oder k = —50,33. Die negative L 6sung kommt nicht in Frage, da der
Punkt unter der Erdoberflache liegt. Die positive Ldsung eingesetzt ergibt unge-
fahr den Punkt (71,2|50,2|14,8) .
Geht man von einer gradlinigen Flugbewegung aus, so ist der ,, Startpunkt* zu

bestimmen. In der Geradengleichung fir die Flugbahn aus dem Aufgabenteil b)
ist k so zu bestimmen, dass die xz-Koordinate null wird. Z. B. mithilfe des solve-

Befehls erhdlt man aus 0,4+ k-1,2=0 die Lésung kz—%. Dieseswirdinf;

eingesetzt und man erhalt (—3% | Oj als Startpunkt. Mithilfe der Betragsfunkti-

on erhélt man ‘(71, 2|50,2|14,8) (—3% | oj‘ ~90,45327673.

Das Flugzeug F1 fliegt also etwa 90,5 km im Uberwachungsbereich des Radars.

15

» Das Flugzeug befindet sich irgendwo auf der (Halb-) Kugel um R1 mit dem
Radius 47 und gleichzeitig irgendwo auf dem auf der (Halb-) Kugel um R2
mit dem Radius 35. Halbkugeln deshalb, weil die Erdoberflache eine natirli-
che Grenze bildet. Das Schnittgebilde beider Kugeln ist nicht leer, dader Ab-
stand beider Kugel mittelpunkte voneinander mit ungefahr 20,2 km geringer
als der kleinste Kugelradiusist. Das Schnittgebilde zweier Kugeln ist norma-
lerweise ein Kreis, aufgrund der Gegebenheiten ist es ein Halbkreis.

» Dieentsprechenden Kugelgleichungen sind:
k=(X+5)°+(x,=7)" +(x%,—0)° =47
K, = (% —12)% + (%, + 4)> + (%, —0)> =35
Lost man k, —k, , so erhdlt man: x —7x, + x,° —3x, + x,> =1600. Setzt man
X, =0, so bekommt man eine Bedingung fur die beiden Punkte des Halbkrei-
ses auf der Erdoberflache x> —7x + X,” —3x, =1600 (1)
Aus k —k, folgt 34x, —22x, —86 =984 . Umgeformt nach x, ergibt sich:
X = @ . Dieses Ergebniswird in (1) eingesetzt und man erhalt nach

einer entsprechenden Vereinfachung eine Gleichung nur in Abhéngigkeit von
Xo.

CiM2-LKLM-AWT

Seite 26 von 43



Freie und Hansestadt Hamburg CiMS Schulen
Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin

Abitur 2008
Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

Zuordnung
. . Bewertung
L 6sungsskizze

Diese Gleichung wird nach x, aufgel st und man erhalt die beiden L ésungen

119-./8569 117 119-4/8569 117
S0 10 ¢ 410 10
X,, ~15,16755682 und x,, ~ —38.56755682
Damit erhélt man die beiden entsprechenden x;-K oordinaten

X, :@Jr /8569 und x, :@_ /8569

10 410 10 410
X, = 41,28488971 und x,, = 6,515110289
Insgesamt erhélt man die beiden Punkte
H,(41,28488971|15.16755682 | 0) und H, (6,515110289|-38.56755682 | 0)
Der Abstand beider Punkte berechnet man mittels der Abstandfunktion zu
64,00312492 = 64,0, sodass der Radius des Halbrei ses etwa 32 km betragt.
Der Mittelpunkt des Halbkreises liegt in der Mitte beider Punkte, also bei
M (23,9]-11,7]0).

nd x,, =

» Die Ebene bestimmt sich aus dem Mittel punkt M, dem Richtungsvektor M—H1
0
und dem Vektor | O |, denn die Kugel mittel punkte liegen beide auf der bene
1
der Erdoberflache. So ist der Halbkreis auch senkrecht zur Erdoberflache. In-
239 17,4 0
sgesamt ergibt sich die Ebene zu | —11,7 |+ k| 26,9 |+1| O
0 0 1 5 |20

Insgesamt 100 BWE| 20 | 60 | 20
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1.2 Mietwagenfirma

Die Mietwagenfirma ,, Klapperkiste" betreibt Filialen an den drei verschiedenen Standorten Astadt (A),
Benest (B) und Cedorf (C). Bisang mussten die Wagen immer dort abgegeben werden, wo sie ausge-
liehen wurden. Aus 6konomischen Griinden mdchte die Firmenleitung die Rickgabe der ausgeliehe-
nen Wagen an einer beliebigen Firmenfiliale zulassen.

Mithilfe einer reprasentativen Kundenumfrage méchte man kléren, ob dieses Angebot angenommen
werden wiirde. Die Befragungsergebnisse sind teilweise in dem Ubergangsgraphen festgehalten.
Der Pfeil gibt fir jede Filiale an, wie hoch der Anteil der Fahrzeuge dieser Filiaeist, die abends an
ihrem Ausleih-Ort zurtickgegeben bzw. an einen der beiden anderen Standorte wechseln wiirden.
(Vereinfachend wird angenommen, dass alle ausgeliehenen Wagen abends zuriickgebracht werden.)

a) Zum Ubergangsgraph gehort die Ubergangsmatrix M .

+ Erganzen Sie die fehlenden Werte im Graphen mithilfe der Ubergangsmatrix M .
» Beschreiben und interpretieren Sie die Bedeutung der fehlenden Werte im Kontext der Aufga-

benstellung.
» Begriinden Sie aus dem Kontext der Aufgabe, dass die Summe der Werte einer Spalte immer 1
ergeben muss. 5P
0,55
11
20 10 20
2 7 3
0,05 M=l = =
04 5 10 20
01 005 i l ﬂ
20 5 5
[ 1
B ) '( C

0.8

Bisher befinden sich 10 % aller Firmenwagen in Astadt (A), 60 % der Wagen in Benest (B) und die
restlichen Autos in Cedorf (C). Die Firma besitzt insgesamt 4200 Leihwagen.

Pa
b) Geben Siedie Wagenverteilung E; =| pg | flr den Tag vor der moglichen Einflihrung des neuen
Pc
Angebots an. 5P

¢) Ermitteln Sie die Wagenverteilung P: | die nach dem Moddll fiir den fol genden Tag zu erwarten
waére. 10P
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Bestétigen Sie, dass nach den Umfrageergebnissen am Einflhrungstag mehr als ein Viertel der
Wagen in einer anderen Filiale abgegeben werden wirden. 10P

Eine Filiale wird geschlossen, wenn sich in ihr dauerhaft weniger al's 300 Wagen befinden. Unter-
suchen und beurteilen Sie, ob es nach diesem Maodell zur Schlief3ung einer der Filialen kommt.
(Probieren kann hilfreich sein, ist aber nicht ausreichend.) 15P

Die Firmenleitung erwartet nach Einfiihrung der neuen Riickgabebedingungen eine gesteigerte
Nachfrage der Leihwagen. Fir diesen Fall plant sie, im kommenden Jahr weitere 300 Wagen zu-
zukaufen. Um eine optimale Ausnutzung der Stellflachen in den Filialen zu gewéhrleisten, unter-
sucht man mithilfe des Modells, ob bei einer bestimmten Ausgangsverteilung bei gleichem Wech-
selverhalten der Kunden der Wagenbestand in den Filialen annahernd stabil bleiben wiirde.

» Begriinden Sie, dass dies erreicht werden kann.

» Ermitteln Sie einen geeigneten Startvektor FS .

» Vergleichen mit der Lésung aus Teil €) und interpretieren Sie lhr Ergebnis. 2P

g) Am Abend nach der Einfiihrung des neuen Riickgabemodells stellt man fest, dass sich in der Filia-

le A nur 400 der 4200 Firmenwagen befinden, wahrend die Anzahl der in B abgestellten Wagen
genau mit der vorher berechneten Anzahl im Aufgabenteil ¢) Ubereinstimmt. Man geht deshalb

von einer leicht veranderten Wechselmatrix M., aus.
[] 01 005

M, =04 07 015
[] 02 08

* Bestimmen Sie die fehlenden Matrixwerte.

 Bestdtigen Sie mithilfe der Ubergangsmatrix M, , dass sich die Anzahl der am ersten Abend
erwarteten Wagen in Filiale B im Vergleich zum ersten Modell M nicht veréndert.

* Untersuchen Sie, ob es nach diesem veranderten Modell zu einer Filialenschlief3ung
kommt. 5P
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[ | B
a) B 0,15 > C (Auszug des Graphen)
02
0,7
15 % der in C befindlichen Wagen wechseln nach B
20 % der in B befindlichen Wagen wechseln nach C
70 % der in B befindlichen Wagen bleiben bzw. kommen wieder nach B
Die Spaltenkomponenten der Matrix beschreiben das Bleiben oder Wechseln der
Wagen der jeweiligen Filiale. Da jeder Wagen abendsin einer der Filialen steht,
miissen alle Wagen (100%) ,, verteilt* werden. 5110
b) | 4200 Wagen werden anteilig auf die Filialen verteilt, damit ergibt sich:
420
B, =|2520
1260 5
0) 0,55 01 0,05) (420 546 Pas
p=M-pB,=/04 07 015|2520|=|2121|=|pg,|-
0,05 0,2 0,8])11260]) |1533 Pc, 10
d) | Man berechnet z. B. den Anteil der Nichtwechsler
4200 4200
Die Differenz zu 100% ergibt dann 28,5% als Anteil der Wechsler. 10| 5
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I
€) | Beim Bilden hoher Potenzen M " fiir na 50 erkennt man das sich die Matrix-
werte kaum noch veréndern, d. h., es stellt sich ein stabiler Zustand ein.
(21 scbr sl ate ot her Fran 10|c1en Us| |
[.447@59 447059 . 447059)
141177 J14117F7 L 141176E]
n e [.411?66 LA117ES L 411764
LATOST L 447E58 44708
141176 141176 L 141176E]
n e [.411?65 LA117ES L 411765
TOEE L 447E53 L 447E59]
MAIN FAD AUTO FUMC 4/Z0
593
Durch Ausmuiltiplizieren ergibt sich als Autoverteilung p,, = M® - p, ~[1729].
1878
Die Vermutung liegt also nahe, dass keine Filiale weniger al's 300 Wagen beher-
bergen wird.
Bestétigt werden kann dies durch die Bestimmung der Eigenwerte mithilfe geeig-
neter CAS-Operationen oder als Losung des charakteristischen Polynoms:
M-Xx=\-X .Als Eigenwerte ergeben sich )\ €{0,4104;0,6396;1} alledrei
(hier gerundeten) Eigenwerte sind reell. Einer ist gleich 1 die anderen sind be-
tragsmaldig kleiner als 1, d. h. die Autoverteilung konvergiert gegen einen Wert
ungleich null.
0,2263
Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist \73-9 ~|0,6599| Ein dazu kollinearer
0,7165
0,1412
Vektor mit der Komponentensumme 1 wére ungefahr |0,4118| , daraus erge-
0,4471
ben sich dieselben prozentualen Anteile wie oben.
10| 5
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Zuordnung,
Bewertung

L dsungsskizze

f) 0,55 01 0,05| (p,| (0,3158-t
Gelost werdensoll: ps=M-ps=| 0,4 0,7 0,15-| p, |=|0,9210-t
0,05 0,2 08])|p, t
Eine L6sung dieses Problemsist a'so moglich.
Dainsgesamt 4500 Wagen verteilt werden sollen, ergibt sich mit t ~ 2011,76 ei-
635
ne Autovertellung (gerundet auf ganze Wagen!) BS ~|1853]|.
2012
Rechnet man diese Autoverteilung auf ihre prozentualen Anteile der Firmenwagen

um, ergibt sich (nattrlich, da sich die Matrix — also das Wechselverhalten der
Kunden nicht verandert hat) derselbe Vektor wie in Aufgabe (€).

15| 5

9) a 01 0,05)(420) (400

AusdemAnsatzz M-p,=| 0,4 0,7 015|-|2520(=| y | ergebensich
0,6—a 0,2 0,8] 11260 z

diefolgenden Werte: a~0,2024 , y= 2121 und z=1679.

Die fehlenden Matrixkomponenten sind also M, , ~ 0,2024 bzw. M,, ~ 0,3976.

Dasich die mittlere Zeile der Matrix und der Startvektor nicht verdndert haben,
muss die Anzahl der in der Filiale B abgegebenen Wagen gleich demin Teil (c)
berechneten Wert sein.

Fir groRe n~ 50 veréndern sich die Potenzen M " kaum noch. Es ergibt sich
341

M.~ 'BO ~|1590 |. Auch hier kommt es nicht zur Firmenschlie3ung, denn mit
2269

ungeféhr 341 Wagen liegt die,, schwéchste” Filiale A noch Uber der gesetzten Gren-
ze. 5|10 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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STOCHASTIK 1
.1 ,Handygefahren”

Um die Unfallgefahr zu verringern, ist in Deutschland die Benutzung eines Handys im Auto durch den
Fahrer nur mit einer Freisprecheinrichtung erlaubt. Weil eine gut funktionierende Freisprecheinrich-
tung aber relativ teuer ist, telefonieren viele Fahrer trotzdem unerlaubt wahrend der Fahrt mit dem
Handy.

Im Folgenden soll stets unter , Ein Fahrer telefoniert” verstanden werden: Dieser Fahrer telefoniert
wahrend der Fahrt mit seinem Handy, ohne eine Freisprechanlage zu verwenden (er begeht also eine
Ordnungswidrigkeit).

Auf einer belebten Stral?e soll der Anteil p der Autofahrer untersucht werden, die zum Zeitpunkt einer
Kontrolle telefonieren. Der Anteil p hangt von Ort und Zeitpunkt der Kontrolle ab. Dabei wird ange-
nommen, dass die Fahrer sich in ihrem Telefonierverhalten gegenseitig nicht beeinflussen.

a) Berechnen Siein Abhangigkeit von p die Wahrscheinlichkeit fir folgende Ereignisse:
» A: Bei 10 vorbeifahrenden Autos telefonieren genau die Fahrer des 3. und des 5. Autos.

+ B: Bel 10 vorbeifahrenden Autos telefonieren die Fahrer der ersten vier Autos nicht,
aber trotzdem telefonieren genau zwei Fahrer. 10P

b) < Berechnen Sie, wie grol3 der Anteil p der telefonierenden Fahrer an einer bestimmten Kontroll-
stelle mindestens sein muss, wenn unter 100 vorbeifahrenden Autos mit mehr al's 95% Wahr-
scheinlichkeit mindestens eines von einem telefonierenden Fahrer gelenkt wird.

* Auf der Schlossallee wird an einem Mittwoch zwischen 15 Uhr und 16 Uhr eine Kontrolle
durchgefihrt. Wahrend dieser Zeit gelte fir den Anteil p jener Fahrer, die zu einem beliebigen
Zeitpunkt wahrend dieser Zeitspanne gerade telefonieren, p = 3%.

Bestimmen Sie die Anzahl der Autos, die mindestens kontrolliert werden muissen, damit man
mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr al's 80 % mindestens einen tel efonierenden Fahrer er-
wischt. 20P

¢) Nun kontrolliert man auf einer Zufahrt zu einer beliebten Diskothek zwischen 21 Uhr und 23 Uhr.
Hier ist die Telefonierwahrscheinlichkeit auRergewdhnlich hoch, némlich p = 20 %. Die Polizisten
wetten untereinander, beim wievielten Auto sie erstmals einen Telefonierer erwischen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass dieses
* beim sechsten,
* beim zehnten,

* nach dem zehnten Auto passiert.

Einer der Polizisten behauptet, dassim Mittel beim flinften Auto der erste Telefonierer zu erwar-
tenist.
» Beschreiben Sie diese Behauptung mit Begriffen der Stochastik und begrtinden Sie diese:

1

(1-a)’
(2) oder indem Sie erkennen, dass nach dem ersten Auto entweder der erste Telefonierer auf-

getreten ist oder die erwartete Anzahl der Autos bis zum ersten Telefonierer sich gegen-
Uber der Situation am Anfang um 1 erhéht hat. 5P

(1) entweder unter Verwendung der Formel 1+ 2q+ 39 +4¢° +..= Y kg“ ' =
k=1
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Nach einigen Unféllen, bei denen Autofahrer telefoniert hatten, will die 6rtliche Polizei inihrer
Stadt verstérkte Kontrollen durchfiihren, wenn der Anteil der telefonierenden Autofahrer mehr als
15 % betragt. Dazu Gberprift sie in der Stadt 1000 fahrende Autos.

Bestimmen Sie mithilfe Ihres Rechners oder der Normalverteilung die Anzahl der telefonierenden
Fahrer, die die Kontrolle mindestens passieren miissen, um auf einem Signifikanzniveau von 5 %
gute Argumente fUr verstérkte Kontrollen zu haben. 2P

Wenn bei einer Umfrage 20 % der Befragten angeben, beim Fahren zu telefonieren, so ergeben
sich bel einer Kontrolle dennoch viel geringere Anteile. Dieses liegt daran, dass die Telefonierer
nicht sténdig telefonieren. Um zu einem differenzierteren Bild zu gelangen, ist es erforderlich,
Klasseneinteilungen nach der durchschnittlichen (nach wie vor illegalen) Telefonierdauer pro
Stunde vorzunehmen. In sehr starker Vereinfachung ergibt sich bei einer Befragung von Autofah-
rern das folgende Bild, das als représentativ gelten moge:

Wenig

Normal

Vid

Dauernd

Durchschnittliche Telefonier-
zeit pro Stunde [in Minuten]

5

10

15

30

Anteil der Autofahrer

7%

10 %

2%

1%

CiM2-LKLM-AWT

Ein Autofahrer passiert eine Kontrolle.

+ Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er bel der Kontrolle erwischt wird,
wenn man weil3, dass er ein Wenigtelefonierer ist.

» Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er gerade telefoniert,
wenn man gar nichts tber ihn weil3.

» Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er gerade telefoniert,
wenn man welil}, dass er ein Telefonierer ist
(die Frage aso nach der Wahrscheinlichkeit, ob ein Telefonierer erwischt wird).

» Der Autofahrer telefoniert gerade bel der Kontrolle.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,

dass es sich bei ihm um einen Wenigtel efonierer handelt. 25P
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L 6sungsskizze

Zuordnung
Bewertung

a)

6
e Esqibt
g [2

e P(A)=p’-(1- p)°, dadie Einzelereignisse unabhangig sind.

Maoglichkeiten fir die telefonierenden Fahrer. Daher gilt:

P(B)=@~ p?-(1- p)* =15 p? - (1- p) baw.

P(B)=(1-p)*-B(6,p,2).

10

b)

Esist die Gleichung (1- p)*® =0,05 zul6sen, dso p = 0,0295~ 3%
Der Anteil der telefonierenden Fahrer muss tber 3% liegen.

Man kann den Ldsungsweg auch formaler beschreiben:
Ist X die Zufallsgrofie ,, Anzahl der telefonierenden Fahrer”, soist X
binomialverteilt. Daher gilt:

P(X21)=1-P(X =0)=1-(1- p)** >095 < (1- p)**® <005 =
(1- p)<%0,05 = p>1-290,05 ~ 00295

Im ersten Fall muss der Anteil der telefonierenden Fahrer Uber 3% liegen.

Esist die Gleichung 0,97" =0,2 (0<p<1) zuldsen, aso
_In0,2
" 1n0,97

Es miissen also mindestens 53 Autos kontrolliert werden.

=52,8

P("beim sechsten Auto")=08°-0,2~655%,
P("beim zehnten Auto" )=08°-0,2~2,68%,
P(" nach dem zehnten Auto" )= 08" =~10,74%,

Es ergibt sich folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

k P(X = k)
1 0,2

2 0,2-08
3 02-08°
4 02-08°
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[ |

Die Anzahl N der Kontrollen, bis die Polizisten zum ersten Mal einen Te-

lefonierer erwischen, ist eine Zufallsvariable. Die Behauptung des Polizis-

ten kann dann prézisiert werden zu E(N) = 5.

Weqg (1):

E(N)=

> k-P(X=k)=>'k-0,2:08"=0,2-> k-08" :0,2.;2:5

k=1 k=1 k=1 (1— 0,8)

Der Erwartungswert fir die Anzahl der zu kontrollierenden Autos, bis

man erstmals einen Telefonierer erwischt, betrégt also tatséchlich 5.

Weq (2): Es sel e = E(N) der zu berechnende Erwartungswert. Die ge-

machte Beobachtung kann wie folgt in eine lineare Gleichung tibersetzt

werden: e=1-0,2+ (1+€)-0,8 mitder Losunge=>5 10 |10 5

d) |Essel X die Anzahl der Telefonierer, die die Kontrolle passieren.
Nullhypothese Ho: , Der Anteil der Telefonierer betrégt hochstens 15%". Fehler
1. Art: Ho wird verworfen, obwohl richtig. Die Wahrscheinlichkeit fir diesen
Fehler soll héchstens 5% betragen. Ist k die Anzahl der telefonierenden Fahrer,
die man mindestens beobachten muss, so soll also gelten
P(X2>k|H,)<5% und P(X 2k-1|H,)>5%. Diesist dquivalent zu:
P(X<k-1/H,;)>95% und P(X <k-2|H,)<95%.
Durch Ausprobieren erhélt man :
P(X <168|H,)~0,948<95% und P(X <169|H,)=~0,956>95%.
Alsoist k=170.
Die Polizisten missen im Rahmen der hier entwickelten Logik also mindestens
170 Telefonierer beobachten, um (bei Signifikanzniveau von 5 %) gute Argu-
mente fur verstérkte Kontrollen zu haben.
Uber den Weg mit der Approximation durch die Normalverteilung |6st man die
Gleichung ® k-1495) 0,95. Esfolgt: k-1495 =1,645
J127,5 J127,5

< k=~169. 15| 5
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Zuordnung
L ésungsskizze Bewertung
[ |
€) | Essai
T das Ereignis: ,,Der Autofahrer telefoniert zum Zeitpunkt der Kontrolle"
W das Ereignis,, Der Autofahrer ist Wenigtelefonierer*. P(W) = 7%
N das Ereignis,, Der Autofahrer ist Normaltelefonierer. P(N) = 10%
V das Ereignis ,Der Autofahrer ist Vieltelefonierer*.  P(V)= 2%
D das Ereignis ,Der Autofahrer ist Dauertelefonierer”. P(D) = 1%
H das Ereignis ,Der Autofahrer ist Telefonierer”. PH)= 20%
e Dader Autofahrer s Wenigtelefonierer durchschnittlich 5 Minuten pro
Stunde telefoniert, betragt die Wahrscheinlichkeit, dass er gerade zum Zeit-
punkt der Kontrolle telefoniert: P(T |W)= il = 1 ~8,33%.
60 12
e Mit dem Satz Uber die totale Wahrscheinlichkeit oder mit Hilfe eines
Baumdiagramms erhalt man:
P(T)=PW)-P(T |W)+P(N)-P(T|N)+P(\V)-P(T|V)+ P(D)-P(T | D)
7 1 11 11 1 1 13
= 4 . T4 .4 = =" ~33%
100 12 10 6 50 4 100 2 400 °
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Autofahrer gerade telefoniert, betragt un-
gefahr 3 %.
e Gesuchtist P(T|H). Esgilt:
3
P(H) PH) 1 80
5
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Telefonierer erwischt wird, betragt also ca.
16 %.
o Esist P(WT) zu bestimmen. Dies kann entweder mit dem Satz von Bayes
geschehen oder unter Verwendung des vorvorigen Ergebnisses (, das gerade
der ,,Bayes-Nenner” ist):
r1
pow(T)=PW)-PTIW) 100 12 _ 7 _ 140,
P(T) 13 9
400
Die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bel einer erwischten Person um einen
Wenigtelefonierer handelt, liegt bei 18 % . 15| 10
Insgesamt 100 BWE| 25 | 55 | 20
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STOCHASTIK 2
1.2 Lubecker Verkehrsbetriebe

Offentliche Verkehrsbetriebe sind in der Regel hoch defizitar. Daran haben auch Schwarzfahrer ihren
Anteil. So ist es erfreulich, dass der Anteil der Schwarzfahrer im Busverkehr der L ibecker Verkehrs-
betriebe auf 8 % gesenkt werden konnte, weil alle Fahrgaste vorn beim Fahrer einsteigen missen. Ein
Kontrolleurteam kann pro Tag etwa 800 Fahrgaste Uberprifen, die Personalien der entdeckten
Schwarzfahrer aufnehmen und die Strafgebuihr in Hohe von 40 € kassieren.

a) ¢ Beschreiben Sie, unter welchen Umstanden es sinnvoll ist, unter 800 kontrollierten Fahrgasten
die Anzahl X der Fahrgaste ohne giltigen Fahrschein als binomialverteilt anzunehmen.

» Geben Sie eine Situation an, in der diese Voraussetzungen fur eine Binomialverteilung
nicht erfallt sind. 10P

In den Aufgabenteilen b) bisd) sei diein @) genannte Zufallsvariable X binomialverteilt mit p=0,08.

b) ¢ Berechnen Siedie Wahrscheinlichkeit dafir, dass mindestens zwei von 50 Fahrgésten keinen
Fahrschein besitzen.

* Bestimmen Sie die Gruppengrof3e, ab der die Wahrscheinlichkeit, dass kein Schwarzfahrer
dabei ist, unter 10 % sinkt. 20P

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter 800 kontrollierten Fahrgasten héchstens 50
Schwarzfahrer befinden. Bestimmen Sie diese Wahrscheinlichkeit zusétzlich naherungsweise mit-
hilfe der Anndherung durch die Normalverteilung und vergleichen Sie beide Ergebnisse. 15P

d) Eswerden nun die zwei Personengruppen betrachtet: Fahrgéste ohne Fahrschein (S) und Fahrgaste
mit gultigem Fahrschein (F). Dabei gilt nach wie vor die vor Schwarzfahrerquote von p = 8 %.
Von den Schwarzfahrern sind 60 % unter 30 Jahren (Ereignis U) und von den Fahrgésten mit gul-
tigem Fahrschein sind 50 % unter 30 Jahren.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass

» einunter 30-Jahriger ein Schwarzfahrer ist,

e ein Uber 30-Jahriger ein Schwarzfahrer ist,

» ein Uber 30-Jahriger kein Schwarzfahrer ist. 5P
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e) Durch die Moglichkeit, einen Fahrschein mit dem Handy zu kaufen, soll der Anteil der Schwarz-
fahrer weiter gesenkt werden (fehlendes Kleingeld fallt als Grund zum Schwarzfahren weg).
Dieses mit hohem V erwaltungsaufwand verbundene Angebot wird realisiert und von vielen Kun-
den gern angenommen. Es lohnt sich fir die Stadtwerke L ibeck aber finanziell nur dann, wenn
sich der Anteil der Schwarzfahrer dadurch auf unter 6 % reduziert. Dazu soll eine Untersuchung
von 2000 Fahrgasten durchgefihrt werden.

Verwenden Sie fur alle drei Punkte dieses Aufgabenteils das Ubliche Signifikanzniveau 5%:

Ein Mitarbeiter der LUbecker Verkehrsbetriebe mdchte zeigen, dass das Angebot sich [ohnt.
Untersuchen Sie fiir einen geplanten Hypothesentest, wie viele Personen ohne Fahrschein bel
der Kontrolle hiochstens entdeckt werden dirfen, damit der Mitarbeiter begriindet behaupten
kann, dass sich das Angebot |ohnt.

Ein anderer, eher skeptischer Mitarbeiter ist Uberzeugt, dass das Handy-Angebot nicht einmal
zu irgendeiner Senkung der Schwarzfahrerquote gefiihrt hat. Beurteilen Sie, wie er die Daten
auswerten wirde.

Tatsachlich werden 139 Schwarzfahrer bei der Kontrolle entdeckt. Eigentlich miissten nun bei-
de Mitarbeiter frustriert auf einen neuen Test mit einer groferen Stichprobe drangen.

Aber esist in der Statistik nicht uniiblich —wenn auch logisch nicht ganz korrekt, im Nachhi-
nein das Testdesign zu &ndern, um doch noch zu schwécheren signifikanten Aussagen zu
kommen (dabei wird so getan, als ob man das Ergebnis noch nicht kennen wiirde).

Beurteilen Sie, welche Aussagen die beiden Mitarbeiter — entsprechend ihrem Erkenntnisinte-
resse — noch begriindet treffen konnten. 0P
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Es wird nur zwischen zwei mdglichen Ergebnissen unterschieden werden. Ent-
weder hat ein Fahrgast einen glltigen Fahrschein oder nicht. Die Frage, ob ein

Fahrgast einen glltigen Fahrschein hat, muss stochastisch unabhéngig von dem
Verhalten der (dem Wissen Uber die) anderen Fahrgaste sein. Unter dieser Vor-
aussetzung ist es sinnvoll X ist als binomialverteilt anzunehmen.

Eine Situation, in der diese Verteilung nicht gilt, ist z. B. das Auftreten von
Fahrgasten in sozialen Gruppen, bei denen alle keinen Fahrschein haben.

10

b)

50
P(X >2)=1-P(X <1) :1—[0,9250 +[ 1 ]-0,08-0,9249]
~1—0,01547 — 0,06725= 0,9173.

Gesucht wird die kleinste natirrliche Zahl n, fir diegilt: 0,92" < 0,1. Mithilfe
des solve-Befehlsfolgt: n> 27,6.

Bei einer Gruppe von 28 Personen ist die Wahrscheinlichkeit, dass kein
Schwarzfahrer dabei ist, gerade noch unter 10%, bei kleineren Gruppen ist die
Wahrscheinlichkeit grofier.

10

10

Direkt mit dem Rechner erhdt man P(X <50) = 0,0357 .

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter 800 kontrollierten Fahrgasten nicht
mehr als 50 Schwarzfahrer befinden, betrégt weniger as 4%.

Fur die Approximation mit der Normalverteilung berechnet man:
6=4/800-0,08-0,92 = /58,88~ 7,673 (>3) u=np=064
Also

50,5—-64

/58,88

Die Ergebnisse stimmen anndhernd Uberein.

P(X <50)~ ® ~ ®(—1,7593) = 1— ®(1, 7593) ~1— 0,961 = 0,039

15
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d) | 1. Weg: Man Ubersetzt die Informationen in eine Vierfeldertafel:
unter 30 Uber 29
Schwarzfahrer 48 % 3,2% 8%
keine Schwarzfahrer 46 % 46 % 92 %
50,8 % 49,2 % 100 %
Dabei sind die fett unterstrichenen Daten direkt aus den gegebenen Informatio-
nen abzuleiten. Daraus ergeben sich dann die anderen Werte in den Feldern.
Essel U dasEreignis,unter 30 zu sein“ (der Gesamtanteil der unter 30 Jahri-
gen) und Sdas Ereignis“ Schwarzfahrer zu sein” (der Gesamtanteil der Schwarz-
fahrer). Mit der Vierfeldertafel kann man die drei Fragen sofort beantworten:
P(S|U):%z9,4%; P(S|U):@z6,5%
0,508 0,492
P(S|U):%m93,5%
0,492
2. Weg: Folgende Daten sind bekannt:
P(S)=0,08,P(U|S)=60%, P(U|S)=50%
Mit dem Satz Uber die totale Wahrscheinlichkeit oder einem Baumdiagramm
erhalt man:
PU)=P(S)-PU |S)+ P(S)-PU |S)=0,08-0,6+0,92-0,5= 0,508 .
Damit ergeben sich die gesuchten Wahrscheinlichkeiten zu
. P(S|U)= P(S)-P(U|S) _0,08-0,6 _ 0,048%9,4%
P(U) 0,508 0,508
. ps|0)=PEPULS) _ P(S)-A-PU]S)
PU) 1-PU)
_008-04 0,032 ~ 6.5%
0,492 0,492
oder auch
PU) 1-PU)
1 0,92-0,5:1_ 0,46 ~6.5%
0,492 0,492
.« PE|0)=1-PS|U)~ 2% o350
0,492 25
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Der erste Mitarbeiter will begriinden, dass p unter 0,06 gesunken ist, er wird
deshalb versuchen, H,: p>0,06 zu verwerfen durch einen einseitigen Test:

X sal die Anzahl der Schwarzfahrer unter den 2000 zu kontrollierenden Fahrgas-
ten. Kleine Werte von X sprechen gegen die Nullhypothese, deshalb suchen wir
den groften Wert von k, fir den gilt: P( X <k|H,)<5%. Wir betrachten die
2000-0,06-Binomialverteilung, mit deren Hilfe wir diese bedingte Wahrschein-
lichkeit nach oben abschétzen kénnen:

Durch Ausprobieren erhélt man :

P(X <102|H,)=0,047<5% und P(X <103|H,)~0,058>5%.

Wenn X <102 kénnte der erste Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begriindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil auf unter 6 % gesunken sai.
Alternativ kénnen wir die Binomialverteilung durch eine passende Normalver-
teilung approximieren, denn esgilt 4 = np= 2000-0,06 =120

0=4112,8~10,62 . Weil o>3idt, ist die Laplace-Bedingung erfiillt:

P(ng)zp(x—lu+0,5g k—ﬂ+o,5qu)[k—ﬂ+o,5J
o o o

k—u+05
lo}

Wir suchen also den grofdten Wert von ke[l , fir den <-1,64, das

ist k= 102.
Der zweite Mitarbeiter will zeigen, dass das Handy nicht einmal zu irgendeiner

Senkung der Schwarzfahrerquote gefihrt hat, er misste versuchen,
H,: p<0,08 ineinen ebenfalls einseitigen Test zu verwerfen:

Grofl3e Werte von X sprechen gegen die Nullhypothese, deshalb suchen wir den
kleinsten Wert von k fir den gilt: P(X >k|H,)<5%.

Wir betrachten die 2000-0,08-Binomialverteilung, mit deren Hilfe wir diese
bedingte Wahrscheinlichkeit nach oben abschétzen kénnen.

Wieder durch Ausprobieren erhdlt man :

P(X >180|H,)=1-P(X <180|H,)=0,047<5% und

P(X>179|H,)=1-P(X <179|H,) = 0,056 > 5%.

Falls X >180, konnte der zweite Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begriindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil nicht einmal unter 8 % gesunken sai.

Falls 102 < X <180 —aso insbesondere bei den tatséchlich ermittelten 139
Schwarzfahrern — hétte keiner der beiden Kontrahenten ein signifikantes Ergeb-
nis, und das Testergebnis lieRe keine aus den Daten begriindeten neuen Schllisse
zu.

Alternativ ist wieder der Weg Uber die Anndherung mit der Normalverteilung
maoglich:
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Esgilt £ =np=2000-0,08=160 und o =+/147,2 ~1213.

Weil auch hier o >3 (Laplace-Bedingung), kdnnen wir wieder die Binomialver-

teilung durch eine passende Normalverteilung approximieren:

X —p4—0,5S k—p+0,5]%1_q)[k—u+0,5].
c o c

k—u+0,5
o

P(X >k)=1-P

Wir suchen den kleinsten Wert von k €[ , fir den 1—@( jSS%,

k—u+05

d.h. den kleinsten Wert von k, firr den d)[
o

)295% ,adso

k—u+0,5
o

>1,64, dasist k= 180.

Beide kdnnten aber ihre Behauptungen abschwéachen: Der erste, indem er be-
hauptet, dass immerhin die Quote der Schwarzfahrer iberhaupt gesunken sei
und der andere, indem er behauptet, dass die Schwarzfahrerquote zumindest
nicht kleiner als 0,06 sai. Es miissen dazu alle Argumentationen und Berechnun-
gen wiederholt werden nur mit vertauschten Rollen von p = 0,06 und p = 0,08.
(Praktisch heil?t das lediglich, dass noch zweimal in der Tabelle nachgesehen
werden muss, und dass zwei Ungleichungen nochmals umgestel It werden mis-
sen).

Man erhalt:

Falls X <140 konnte nun der erste Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begriindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil auf unter 8 % gesunken sai.

Falls X >137, konnte der zweite Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begriindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil aber nicht unter 6 % gesunken sei.

Das tatséchlich eingetretene Untersuchungsergebnis X = 139 bestétigt in diesem
Sinne beide Mitarbeiter, und man kann mit guten Griinden annehmen, dass der
tatsachliche Anteil an Schwarzfahrern tatséchlich irgendwo zwischen 6 % und
8 % liegt. 15| 15

Insgesamt 100 BWE| 20 | 65 | 15
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