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Freie und Hansestadt Hamburg
Behorde fur Bildung und Sport

Schriftliche Abiturprufung
Schuljahr 2005/2006

Grundkurs Mathematik

Wirtschaftsgymnasien
13. Februar 2006, 9.00 Uhr

Unterlagen fur die Lehrerinnen und Lehrer

Diese Unterlagen sind nicht fur die Pruflinge bestimmt.

Diese Unterlagen enthalten:
1 Allgemeines
Riickmeldebogen
Hinweise fiir die Auswahl der Aufgaben

Hinweise zum Korrekturverfahren

O R S I )

Aufgaben, Erwartungshorizonte und die Bewertung fiir jede Aufgabe

1 Allgemeines

e Weisen Sie bitte die Schiilerinnen und Schiiler auf die allgemeinen Arbeitshinweise am Anfang
der Schiilermaterialien hin.

e Die Schiilerinnen und Schiiler kennzeichnen ihre Unterlagen nur mit der Kursnummer und ihrer
Schiilernummer, nicht mit ihrem Namen.

e Die Arbeitszeit betrdgt 330 Minuten einschlieBlich Lesezeit.

e Erlaubte Hilfsmittel: Nichtprogrammierbarer und nicht grafikfahiger Taschenrechner, Formel-
sammlung ,,Das grofle Tafelwerk interaktiv*, Cornelsen-Verlag, Operatorenliste, Rechtschreible-
xikon.
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Freie und Hansestadt Hamburg
Behdrde fiir Bildung und Sport
Abitur 2006

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Wirtschaftsgymnasien
Haupttermin

2 Ruckmeldebogen fiir die Zweitkorrektur

Bitte umgehend ausfiillen und an B 3-1 faxen!

Behorde fir Bildung und Sport Schulchiffre:
B 3-1

Fax 42 79 67-006

Aufgabenstatistik und Information fur die Zweitkorrektoren

in Fachern mit zentraler Aufgabenstellung

Fach: Mathematik, Grundkurs Kurs-Nummer:

Bearbeitet wurden die folgenden Aufgaben:

Aufgabe Nr. Anzahl

1.1 von Pruflingen
1.2 von Priflingen
1.3 von Pruflingen
1.1 von Priflingen
1.2 von Pruflingen
1.1 von Pruflingen
1.2 von Priflingen

Datum:

Unterschrift:
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3 Aufgabenauswahl

e Sie erhalten sieben Aufgaben — 1.1, 1.2, 1.3 (Analysis) und 1.1, 1.2 (Lineare Algebra / Analytische
Geometrie) und llI.1, 1.2 (Stochastik).

e Sie wihlen genau drei Aufgaben aus genau den zwei Sachgebieten | und Il oder | und Il aus
und reichen diese an die Schiilerinnen und Schiiler weiter.

e Sie iiberpriifen gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern die Vollstidndigkeit der Arbeits-
unterlagen.

e Die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten drei Aufgaben.

e Sie vermerken auf der Reinschrift, welche Aufgabe sie bearbeitet haben.

4 Korrekturverfahren

e Die Korrekturen werden geméf3 der ,,Richtlinie fiir die Korrektur und Bewertung der Priifungsleis-
tungen im schriftlichen Teil der Abiturpriifung* vorgenommen.

e Die Bewertung und Benotung der Arbeiten wird auf einem gesonderten Blatt vorgenommen, siche
Anlagen Bewertungsbdgen fiir die Erst- und die Zweitkorrektur (s. Anlagen S. 4 und 5).

e Die Bewertungsbdgen verbleiben in der Schule.

e Die Originale der Schiilerarbeiten werden zusammen mit dem Bewertungsbogen fiir die Zweitkor-
rektur und einer Kursliste, die nur die Schiilernummern enthalten darf, sowie einem Exemplar der
Lehrermaterialien zu einem Packchen gepackt.

e Zuden Zeitvorgaben, Warnmeldungen und dem weiteren Verlauf des Verfahrens siche den ,,Ab-
laufplan fiir die Durchfiihrung der schriftlichen Priifungen*.

Bei der Korrektur der Schiilerarbeiten kann es auf Grund von unterschiedlichen didaktischen Konzep-
ten oder Verkiirzungen auf Grund von Verabredungen zu unterschiedlichen Bewertungen von Schiiler-
leistungen kommen, insbesondere im formalen Bereich. Bisher lieBen sich solche unterschiedlichen
Sichtweisen im Gespréch zwischen Referent und Korreferent kléren.

Im Abitur mit zentralen Anteilen ist eine solche Kldrung wegen des anonymisierten Korrekturverfah-
rens nicht mdglich. Deshalb ist insbesondere auf Seiten des Korreferenten ein sensibles Vorgehen
gefordert. Auch wenn der Korreferent eine andere Korrektheit von seinen Schiilerinnen und Schiilern
fordern wiirde, sollte er darauf achten, ob der Referent bei seinen Korrekturen durchgéngig anders
verfahren ist. Es gilt der Grundsatz, dass die Schiilerinnen und Schiiler durch unterschiedliche Sicht-
weisen nicht benachteiligt werden diirfen.

Die Losungsskizzen in den Erwartungshorizonten zu den einzelnen Aufgaben geben Hinweise auf die
erwarteten Schiilerleistungen. Oft sind aber verschiedene Losungsvarianten moglich, die in der Skizze
nur zum Teil beschrieben werden konnten. Grundsétzlich gilt deshalb, dass alle Varianten, die zu rich-
tigen Losungen fiihren, mit voller Punktzahl bewertet werden, unabhéngig davon, ob die gewéhlte
Variante in der Losungsskizze aufgefiihrt ist oder nicht.
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5 Aufgaben, Erwartungshorizonte und Bewertungen

Erwartungshorizont:

Kursiv gedruckte Passagen sind Hinweise an die korrigierenden Lehrkrifte. Sie sind nicht Bestandtei-
le der erwarteten Schiilerleistung.

Bewertung:

Jeder Aufgabe sind 100 Bewertungseinheiten (BWE) zugeordnet, insgesamt sind also 300 BWE
erreichbar. Bei der Festlegung von Notenpunkten gilt die folgende Tabelle.

Umheiten | Lelsung | Ntenpunke Umheitn | Leisung | Ntnpunke
> 285 >95 % 15 > 165 >55 % 7
>270 >90 % 14 > 150 >50% 6
> 255 > 85 % 13 > 135 >45 % 5
> 240 >80 % 12 >120 >40 % 4
> 225 >75% 11 > 99 >33 % 3
>210 >70 % 10 > 78 >26% 2
>195 > 65 % > 57 >19% 1
> 180 > 60 % 8 < 57 <19% 0

Die Note ,,ausreichend“ (5 Punkte) wird erteilt, wenn annidhernd die Hilfte (mindestens 45 %) der
erwarteten Gesamtleistung erbracht worden ist. Dazu muss mindestens eine Teilaufgabe, die Anforde-
rungen im Bereich II aufweist, vollstindig und weitgehend richtig bearbeitet werden.

Die Note ,,gut* (11 Punkte) wird erteilt, wenn annihernd vier Fiinftel (mindestens 75 %) der erwar-
teten Gesamtleistung erbracht worden sind. Dabei muss die Priifungsleistung in ihrer Gliederung, in
der Gedankenfithrung, in der Anwendung fachmethodischer Verfahren sowie in der fachsprachlichen
Artikulation den Anforderungen voll entsprechen. Ein mit ,,gut” beurteiltes Priifungsergebnis setzt
voraus, dass neben Leistungen in den Anforderungsbereichen I und Il auch Leistungen im Anforde-
rungsbereich III erbracht werden.

Bei erheblichen Mingeln in der sprachlichen Richtigkeit sind bei der Bewertung der schriftlichen Prii-
fungsleistung je nach Schwere und Haufigkeit der VerstdBe bis zu drei Notenpunkte abzuziehen. Dazu
gehoren auch Méngel in der Gliederung, Fehler in der Fachsprache, Ungenauigkeiten in Zeichnungen
sowie falsche Beziige zwischen Zeichnungen und Text.
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zum rechnergestitzten Ausfiillen heruntergeladen werden.
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ANALYSIS 1
1.1 Kaffeerosterei

Die Gesamtkosten einer Kaffeerdsterei hdngen von der produzierten Kaffeemenge x ab und werden
durch die Gesamtkostenfunktion K beschrieben.
Die Entwicklung der Gesamtkosten K(x) ist im Anhang grafisch dargestellt.

a) Nehmen Sie an, dass die Kostenfunktion K eine ganzrationale Funktion ist. Geben Sie anhand der
Grafik an, warum die Kostenfunktion K mindestens vom Grad 3 sein muss.

Die Funktion K mit K(x)=0,01x’ —0,55x* +11,58x + 25 beschreibt die dargestellte Kostenentwick-

lung in guter Ndherung.

b) Berechnen Sie den Wendepunkt von K.
Begriinden Sie, warum in der Ndhe der Wendestelle eine Produktionserhhung sinnvoll ist.

Der Erlos ergibt sich aus dem Produkt ,,Menge mal Preis* und wird mit £ bezeichnet. Der Gewinn G
wird in Abhéingigkeit von der abgesetzten Menge x betrachtet und ldsst sich als Differenz von Erlos
und Kosten berechnen, also G(x) = E(x) — K(x).

¢) Das Unternehmen legt einen Preis von 10 Geldeinheiten (GE) pro Mengeneinheit (ME) fest.
Geben Sie die Funktionsgleichung der entsprechenden Erlosfunktion £ an.
Zeigen Sie, dass fiir die Gleichung der Gewinnfunktion G gilt:
G(x) =-0,01x> +0,55x* —1,58x - 25.
Untersuchen Sie, bei welcher Produktionsmenge maximaler Gewinn erwirtschaftet wird.

d) Betrachtet wird nun die so genannte Stiickkostenfunktion S (Gesamtkosten pro Mengeneinheit)

mit S(x) =@. Begriinden Sie, dass minimale Stiickkosten in guter Néherung bei einer Ab-
X

satzmenge von 29 ME erreicht werden.
e) Die Geschiftsfilhrung will den Preis senken und damit ein ,,Schnupperangebot™ auf den Markt
bringen.

Weisen Sie nach, dass bei einem Preis von z. B. 4 GE der beim Verkauf erzielte Erlos stets kleiner
als die zugehorigen Gesamtkosten ist und damit nur noch mit Verlust produziert werden kann.

Bis zu welchem Mindestwert kann der Preis gesenkt werden, ohne dass mit Verlust produziert
werden muss? Bestimmen Sie — z.B. mit Hilfe der Grafik — diesen minimalen Preis und die zuge-
horige Produktionsmenge.
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Anlage zur Aufgabe ,,Kaffeerosterei‘:

340

300

Gesamtkosten in Geldeinheiten (GE)

180;

140

100j

607

X
>

5 10 15 20 25 30 35 40 45

Mengeneinheiten (ME)
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Erwartungshorizont

Zuordnung,
Bewertung

I | II|III

Losungsskizze

a) | Der Graph der Kostenfunktion hat einen Wendepunkt; dies ist weder bei einer
linearen noch bei einer quadratischen Funktion der Fall. 10

b) | K’(x)=0,03x> —1,1x+11,58,
K’(x)=0,06x—1,1.
Die notwendige Bedingung K”(x) =0 ergibt:
0,06x—1,1=0

0,06x=1,1

x=181~18,33.
3

Da K”(x)=0,06 konstant ungleich 0 ist, gilt: K hat an der Stelle x = 182 eine
3

Wendestelle. Der Wendepunkt hat die Koordinaten W (1 8,5 |=114,06) .

Eine Produktionserh6hung in der Ndhe der Wendestelle ist sinnvoll, da die Kos-
tenzunahme in diesem Bereich relativ klein ist. 5110 5

c) | E(x)=10x.

G(x)=E(x) - K(x)
=10x—(0,01x" —0,55x” +11,58x+25)
=-0,01x’ +0,55x" —1,58x - 25.

Die Berechnung des Gewinnmaximums erfolgt mithilfe der Nullstellen der ers-
ten Ableitung:

G (x)=—0,03x" +1,1x—1,58.
Fiir G'(x) =0 ergibt sich

—0,03x* +1,1x—1,58 =0
, 110 158

X ——x+—=0
3 3

55, [3025-474
'x12 :_i -
R 9

55 /2551

X =T =35T

3
V2551
x2=§— 55 ~1,50

Aus G"(x)=-0,06x+1,1 folgt: G(x,)=-1,01 und G(x;)=1,01. Also ist bei
einer Produktion von ca. 35,17 ME der Gewinn beim Verkauf maximal.
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Zuordnung,
Lésungsskizze Bewertung
| I |1
Hinweis: Die Grofie einer Mengeneinheit ist aus der Aufgabenstellung nicht
direkt ersichtlich. Deshalb konnen Schiilerinnen und Schiiler die entsprechenden
Mengeneinheiten durchaus gerundet angeben. 5120
d 3 2
) S(x)= K(x) _0,01x" - 0,55x" +11,58x +25 0,01 —0,55x+11,58+§,
X X x
§'(x)=0,02x 0,552
X
Einsetzen von x = 29 in die Gleichung der Ableitungsfunktion zeigt, dass der
Funktionswert nahezu Null ist:
’ 2
S(29) = 0,02-29—0,55——5z 0,00027 .
841
Berechnet man entsprechende Werte fiir x = 30 oder x = 28, so stellt man fest,
dass §’(30)=0,02 und S’(28)=-0,02. Bei x =29 liegt also ein Vorzeichen-
wechsel der ersten Ableitung vor. Insgesamt kann man damit x = 29 als Nihe-
rung fiir die Minimalstelle ansehen. 20
e) | Nachweis mithilfe des Stiickkostenminimums aus Aufgabenteil (d):
Das Stiickkostenminimum liegt bei x = 29 und betrigt etwa
KQ2 1-29° - 297 +11,58-29+2
S(x)= (29) _ 0,01-29° -0,55-29 +11,58-29+ 25 ~49
29 29

Der Preis muss also mindestens 4,9 GE pro ME betragen, wenn er die minima-
len Stiickkosten decken und eine verlustfreie Produktion garantieren soll. Ein
Preis von 4 GE reicht damit nicht aus.
Nachweis mithilfe der Grafik:

340

3007

2607

2207

180j

140;

100j

60

20

5 10 15 20 25 30 35 40 45 x'
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Zuordnung,
Lésungsskizze Bewertung
| I |10
Bei einem Preis von 4 GE hat die Erlosfunktion die Gleichung E,(x) =4x . Die
zugehorige Ursprungsgerade verlduft unterhalb der Kostenkurve und schneidet
diese nicht. Also sind die Kosten immer grofB3er als der Erlos; es wird daher nur
mit Verlust produziert.
Bestimmung des Mindestpreises iiber das Stiickkostenminimum: siehe oben.
Grafische Losung:
Zur Bestimmung des Mindestpreises, der noch eine verlustfreie Produktion ga-
rantiert, muss man jene Ursprungsgerade suchen, die die Kostenkurve als Tan-
gente beriihrt.
sa0lY
3007
2607
22071
1801
1407
1007
60T
207
X
5 10 15 20 25 30 35 40 45 4
Die x-Koordinate des Beriihrpunktes gibt Auskunft {iber die Produktionsmenge,
die Steigung der Geraden gibt Auskunft iiber den Preis.
Durch néherungsweises Ablesen erhélt man etwa 29 ME fiir die Produktions-
menge und Gesamtkosten in Hohe von ca. 145 GE.
Berechnung des Preises: p(29) = £@29) = 145 =
29 29
Der Preis kann bis auf ca. 5 GE pro ME gesenkt werden, so dass noch verlustfrei
produziert werden kann. 10 | 15
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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ANALYSIS 2

.2 Beschranktes Wachstum

Gegeben ist die reelle Funktion fmit f(x)=2-¢"".

a) Berechnen Sie die Stelle, an der die Funktion den Wert 1,5 annimmt.
Bestimmen Sie die Nullstelle von f.

b) Geben Sie den Funktionswert an der Stelle x = 0 an.
Bestimmen Sie die Steigung an der Stelle x = 0.
Untersuchen Sie, ob f'eine Wendestelle hat.

¢) Begriinden Sie, dass diese Funktion stindig steigt, den Wert y = 2 aber nicht {ibersteigt.

d) Skizzieren Sie den Graphen von f fir —-1<x<5.

10
. . 1
e) Bestimmen Sie das Integral —-I f(x)dx.
10
0

Funktionen fmit f(x)=a—b-e“*, a, b, ce R" beschreiben ein stetiges, aber begrenztes Wachstum.
Im bisher betrachteten Fall ista=2,b=1und c= 1.

Ein Beispiel fiir beschrianktes Wachstum ist die Temperaturentwicklung bei der Erwérmung einer
Fliissigkeit. Nehmen Sie an, eine Fliissigkeit befindet sich im Kiihlschrank. Wird die Fliissigkeit aus
dem Kiihlschrank genommen, so erwérmt sie sich allméhlich auf die Raumtemperatur. Diese Erwér-
mung ldsst sich durch einen Funktionsterm vom obigen Typ beschreiben.

f) Eine spezielle Flissigkeit hat im Kiihlschrank die Temperatur 6°C. Nach der Herausnahme er-
warmt sie sich auf die Raumtemperatur von 22°C.
Der Zeitpunkt des Herausnehmens sei x = 0 Minuten. 10 Minuten nach dem Herausnehmen hat die
Fliissigkeit eine Temperatur von 18,4°C.
Bestimmen Sie den Funktionsterm der Funktion f; , die diese Erwdrmung beschreibt. Beim Funk-
tionsterm konnen Sie auf die Einheiten verzichten.

10

. . ’ 1 ’ .

g) Interpretieren Sie f, und das Integral —-I fr (x)dx im Sachkontext der Aufgabe.
10

0

1 10 1 20

Bestimmen Sie die Integrale — - j fE’(x)dx und —- I fE/(x)dx.
10 10
0 10

Hinweis:
Falls Sie im Aufgabenteil f) keine Losung gefunden haben, kénnen Sie mit der folgenden — nicht
mit der Losung iibereinstimmenden — Funktion f, mit f,(x)=20-10-e """ weiterrechnen.

Das zweite Integral hat einen kleineren Wert als das erste. Begriinden Sie dies anhand des prinzi-
piellen Funktionsverlaufs und im Sachkontext.
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Erwartungshorizont

Zuordnung,
Bewertung
Losungsskizze
| I |10
a) |e Stelle, an der die Funktion den Wert 1,5 annimmt:
2—-e =15
e'=0,5
—x =1n(0,5)
x=0,69315.
¢ Nullstelle von f:
f(x)=0 © ¢"'=2 & x=-In(2)=-0,69315. 5110
b) | Funktionswert an der Stelle x = 0: Einsetzen liefert: f(0)=2-¢’=2-1=1.
Die Ableitungsfunktion hat die Gleichung f'(x)=e".
Gesucht ist f'(0); Einsetzen liefert f'(0)=1.
Da f’(x)=—e", gilt fiir alle x: f”(x)# 0. Die notwendige Bedingung fiir eine
Wendestelle kann von keinem x erfiillt werden, also hat /' keine Wendestelle. 10| 10
¢) | Die Funktion f steigt sténdig, da f”(x)>0 fiiralle xe R.
Der Wert y = 2 wird nicht liberschritten, da
e im Funktionsterm von 2 der Term e¢™* abgezogen wird und
e dieser Term fiir alle x positiv ist,
so dass die Differenz — und damit der Funktionswert — fiir alle x kleiner als 2 ist.
Da mit wachsendem x der Term e immer kleiner wird und gegen Null geht,
geht der Funktionswert gegen y = 2. 10
d) 2.5 -
2
1.5
1 -
0/5
-6 -4 —‘2 2 4 6
-0.5
-1 10
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Zuordnung,
Bewertung
Losungsskizze
I | II | III
e) 10 10
L [ rax L [2-e7ax
10 10
0 0
1 0
=—:|2x+e"
o2t
L (2104eM—(2.04¢
= (2:10+¢™~(2:0+¢7))
L (194¢7)=1,9
10 10
D f,(x)=a-b-e" a, b, ce R".
Die obere, nicht liberschreitbare Grenze ist die Raumtemperatur von 22°C. Also
ista =22.
Die Temperatur beim Herausnehmen (x = 0) ist 6°C. Aus f(0)=6 folgt:
22-b-e"=22-b=6,also b= 16.
Aus f(10)=18,4 folgt
22-16-¢'" =18,4
16-¢7% =3,6
e—lOc — i
40
Durch Logarithmieren erhélt man
1
~10c = ln[ij bzw. ¢ = ——-ln(iJ =0,1491654... = 0,15.
40 10 40
Der Funktionsterm lautet demnach f, (x)=22-16-¢""". 10
N ) e .
) ibt die momentane Anderungsrate der Temperatur an, —- x)dx gibt
E 8 g p 0 JIE g
0
die durchschnittliche Temperaturinderung pro Minute wihrend der ersten
10 Minuten des Erwarmvorganges an.
1 ' 1
| JE T \JE ~JE
f (0)dx =—-(f(10) = £;(0))
10 0 10
_ L (h g 01510 _(~An 14, ,-0,150
== (22-16-¢ (22-16-71))
_ _01510)) _
= (16(1=e*10)) =1,24.
und
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Zuordnung,
Bewertung
Losungsskizze
I | I | III
1 2 1
— [ £ @)dr=—-(£:(20) - £,(10))
10 i 10
=i-(22—16-e"0’15'20 ~(22-16-¢701))
10
_ 01510 _ 01520 ) _
== (16(e e ™))~ 0,28.
Die entsprechenden Werte fiir die Funktion fr sind:
L4 ()dx=0,50 und  —- [ £ (x)dx=0,25
—fy £ @dx=0,50 und [/ (x)dx=0,25.
Die Funktion steigt zwar stéindig, aber die Anderungsraten werden immer gerin-
ger. Denn £, mit f, (x)=2,4-¢ " ist eine positive und monoton fallende
Funktion. Also ist die durchschnittliche Anderung der Temperatur pro Minute in
den ersten 10 Minuten des Erwdrmvorganges grofer als in den zweiten 10 Mi-
nuten des Erwérmvorganges. 15 ] 10
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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ANALYSIS 3
.3 Dreieck

Gegeben sind zwei ganzrationale Funktionen mit den Gleichungen

f(x)=(x-2)" und g(x)=—%(x—2)2+5 mit xe R

a) Geben Sie die Scheitelpunkte zu fund g an.
Ermitteln Sie die Schnittpunkte D und 4 (4 sei rechts von D) der Graphen von fund g.

Zeichnen Sie die Graphen von fund g im Bereich —1< x <5 in ein Koordinatensystem ein.
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt der von beiden Graphen eingeschlossenen Fléche.

c) Eine Parallele zur y-Achse mitx =a und 0<a <4, schneidet den Graphen von fim Punkt B und
den Graphen von g im Punkt C. Die Punkte B und C bilden sowohl mit dem Schnittpunkt A4 als
auch mit dem Schnittpunkt D aus dem Aufgabenteil a) jeweils die Eckpunkte eines Dreiecks.

Zeigen Sie, dass der Flacheninhalt des Dreiecks ABC in Abhéngigkeit von a durch die Funktion W

mit W (a)= gcf —5a* +10a beschrieben wird.

Ermitteln Sie, fiir welches a die Flache des Dreiecks ABC den grofiten Inhalt hat, und geben Sie
den maximalen Flacheninhalt an.

Begriinden Sie, warum der maximale Fldacheninhalt des Dreiecks DBC genau so grof} ist wie der
maximale Flacheninhalt des Dreiecks ABC. Bestimmen Sie dann, fiir welchen Wert von a die Fla-
che des Dreiecks DBC den gréften Inhalt hat.

Ermitteln Sie, welchen Anteil die maximale Dreiecksfliche an dem Flacheneinschluss K zwischen

den Graphen von fund g hat.

d) Die Graphen von f und g lassen sich durch einen geeigneten, von Null verschiedenen Faktor
ke R strecken oder stauchen, sodass die Nullstellen erhalten bleiben. Im Folgenden soll der Fak-
tor k bei fund g jeweils gleich sein.

Zeigen Sie, dass die Schnittstellen der Graphen von fund g unabhéngig von der Wahl von £ sind.

Bestimmen Sie jetzt & so, dass die Graphen in den Schnittpunkten senkrecht zueinander stehen.
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| II | I
a) | Die Koordinaten der Scheitelpunkte lassen sich den Funktionsgleichungen ent-
nehmen: S;(2 | 0) und S, (2| 5)
Schnittpunkte:
Beide Funktionsterme werden gleichgesetzt:
f(x)=g(x)
1
(x-2) =—Z(x—2)2 +5
2 1 2
X —4x+4=—zx +x+4
> x*=5x=0
4
X- [2 x— 5) =0
4
Die letzte Gleichung ist genau dann gleich Null, wenn mindestens einer der bei-
den Faktoren gleich Null ist. D. h.
x=0v(§x—5j=0
4
x=0vx=4
Mit f(0)=0 und f(4)=4 erhilt man die Schnittpunkte D (0 | 4) und 4 (4 | 4).
Skizze:
D
= > 15| 15
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b)

Beide Funktionen haben zwischen den beiden Schnittstellen positive Funk-
tionswerte. Also kann man den Flicheninhalt zwischen den Graphen mithilfe
des Integrals tiber f— g bzw. g — f'bilden:

h 5 ,.5,] 40
l (g(x)—f(x))dx—[—ax 2 } =

Der Inhalt der Flache, der von den beiden Funktionsgraphen umschlossen wird,

betrégt ? Flacheneinheiten.

10

Dreiecksfliche:

Die Fliache eines Dreiecks berechnet sich aus ,, —- Grundseite - Hohe*.
2

Die Hohe betrigt 4 — a, die Grundseitenldnge g(a)— f(a) = -2 a’+5a.
4
Also hat der Flacheninhalt des Dreiecks ABC den Wert
1 5 5
[—'(4—61) (-=a’ + 5a)j ==a’-5a" +10a.
2 4 8
Maximaler Flacheninhalt des Dreiecks ABC:
W(a)= gcf —-5a*> +10a

W (a) :%az —10a+10

Ma1-GKLM-W
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I | I | III
W'(a)=0
%az -10a+10=0
a’ —Ea + E =0
3 3
4 1 N
a,,, :§i\/az§i _6
3 9 3 3 9
8, 4
a —t—.
1/2 3 3

W hat also bei g, =4 und bei a, = 4 mogliche Extremstellen. Durch Einsetzen
3

in die zweite Ableitung W’ mit W’ (a) = %a —10 erhilt man:

Also hat W bei a, =i eine Maximumstelle.

Da W eine ganz rationale Funktion vom Grad drei ist, folgt daraus, dass die an-
dere mogliche Extremstelle a; eine Minimustelle ist. Diese liegt aber auflerhalb
des untersuchten Bereichs. Es existieren also auch keine Randextrema.
/4 4|_160 ~5,93.
3 27
Der maximale Flicheninhalt des Dreiecks ABC betragt damit etwa 5,93 Fla-
cheneinheiten.

Gleichheit der maximalen Fldacheninhalte der Dreiecke ABC und DBC:

Aufgrund der vorliegenden Symmetrie beider Graphen zur Scheitelachse x =2
liegen auch die Eckpunkte beider Dreiecke symmetrisch zur Scheitelachse. Es
sind also jeweils die Lange und Hohe der Dreiecke und damit die Flicheninhalte
gleich.

Da die beiden Dreiecke mit maximalen Fldcheninhalt spiegelsymmetrisch zu-
einander sind, liegt die Extremalstelle des Dreiecks DBC punktsymmetrisch
bzgl. 2 zur Extremalstelle des Dreiecks ABC:

4 2
Aus a=— folgt a=2——.

3 3

Also liegt die Extremalstelle des Dreiecks DBC bei

2 8
a=2+—-—=-.
3 3
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Flachenanteil:
@
Der Anteil betrigt 2= 160 3 _4 .
40 27 40 9
3 40
d) | Schnittstellen:
Damit fund g bei gleichzeitigem Erhalt der Nullstellen gestaucht bzw. gestreckt
wird, muss jeweils der ganze Funktionsterm mit & multipliziert werden, also
haben die verdnderten Funktionsterme f; bzw. g, von f'bzw. g das Aussehen
k
fi(x) =k f(x)=k(x—2)’ undgk(x):k-g(x):—z(x—Z)2 +k-5.
Nach der Festlegung folgt dann aus f,(x)= g, (x) sofort f(x)=g(x), d.h,
dass die Schnittstellen gleich sind.
Graphen stehen in den Schnittpunkten senkrecht zueinander:
Aus Symmetriegriinden reicht es, die Schnittstelle x = 0 zu untersuchen.
£ ) =k-f'(x)=k-(2x—4) und
1
&' () =k-g'()=k:(—_x+1)
Damit beide Funktionsgraphen an den Schnittstellen senkrecht aufeinander ste-
hen, muss gelten
1
£ (0) =——
g (0)
k-(2-0—4) :_+
k-(—0+1
( 5 )
—4k = _1
k
=t
4
1 1 .
D. h. £k =— und k =—— sind Losungen.
2 2
Fir k= ! bzw. k= 1L stehen die Funktionsgraphen von f; und g; an den
2 2
Schnittstellen senkrecht zueinander. 20
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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1.1 Wiirfel

Gegeben sind die Punkte 4 (-1/6]1),B(2|2|2),C(0|7|-1),P(0]6]|6)undQ(6|6]|6).
Die Ebene E enthilt die Punkte 4, B und C.

a)

b)

¢)

d)

Geben Sie eine Gleichung der Geraden g, die durch die Punkte P und Q geht, in Parameterform an.
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von E.

(Ein mogliches Teilergebnis ist E:x, +x, +x;, —6=0.)

Berechnen Sie den Schnittwinkel zwischen der Geraden g und der Ebene E.

Berechnen Sie die Schnittpunkte S,, S, und S, von E mit den Koordinatenachsen.
S, S,,S; und der Koordinatenursprung O sind vier Eckpunkte eines Wiirfels.

Zeichnen Sie das Dreieck §,5,5; und den Wiirfel in das beiliegende Koordinatensystem ein.
Zeigen Sie, dass die Punkte P und Q ebenfalls Eckpunkte des Wiirfels sind.

Gegeben ist eine Ebene F durch die Eckpunkte P und Q des Wiirfels aus Aufgabenteil b) und den
Punkt R(6]0]4).

Bestimmen Sie den Schnittpunkt von F mit der x;-Achse.

Die Ebene F zerlegt den Wiirfel in zwei Teile.
Zeichnen Sie die Schnittfliche in das Bild aus Aufgabenteil b) ein.
Ermitteln Sie das Verhiltnis der Volumeninhalte der entstandenen Teilkorper.

Dem Wiirfel wird ein pyramidenférmiges Stiick abgeschnit-
ten, so dass die Pyramidenspitze der Punkt Q ist und die von
0 ausgehenden Kanten gleich lang sind. Die entsprechenden
Kanten sind in der Zeichnung gestrichelt eingezeichnet. Drei
der alten Wiirfelflachen werden dadurch zu Fiinfecken.
benachbart \

In diesem Aufgabenteil geht es nun um den Restkdrper.

Begriinden Sie, dass die entstehende Schnittfliche ein
gleichseitiges Dreieck ist.

1vqyovuaq

Bestimmen Sie die Linge x der von Q ausgehenden Kanten
so, dass die neu entstandene Kante ¢ und ihre beiden be-
nachbarten Kanten der entstehenden fiinfeckigen Seitenfla-
chen des Restkorpers jeweils gleich lang sind. Ermitteln Sie
auch diese gemeinsame Lénge.

Nun werden von allen Ecken des Wiirfels jeweils gleich grofle Pyramiden abgeschnitten.
Ermitteln Sie, wie lang die von der Ecke ausgehenden Kanten der abgeschnittenen Pyramiden
hochstens sein konnen.

Haben die abgeschnittenen Pyramiden die maximale Grof3e, so entsteht ein spezieller Restkorper.
Ermitteln Sie, um was fiir einen K&rper es sich hierbei handelt. Beschreiben Sie ihn dazu durch
die Anzahl der Ecken sowie durch die Form und die Anzahl seiner Seitenflachen.
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A
]
i
6
B
i |
=r
ad
Ly |
X.
r'y
T 3 |2 56
N
2
4
_I.
B
G
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I | II | IO
a) | Fiir die Geradengleichung der Geraden g durch die Punkte P und Q kann man
als Stiitzvektor den Ortsvektor p und als Richtungsvektor den Vektor PO
0 6
verwenden: g:X=|6 |+¢-| 0 |.
6 0
Fiir die Bestimmung der Koordinatengleichung der Ebene £ stellt man z. B. erst
eine Parametergleichung auf, hier mit dem Stiitzvektor@ und den Spannvekto-
-1 3 1
ren AB und AC: E:X=| 6 |+r-| -4 |+s-| 1
1 1 -2
Dann erhilt man iiber das lineare Gleichungssystem
x,==143r+s x,==143r+s x, =—1+3r+s
X, =6-4r+s >< x,-x,=-7+7r > X, —x,==T+7r
x,=1+r-2s 2x, +x, ==1+7r 2x, +x,—(x,—x,)=6
1
oder iiber den Normalenvekor # =| 1 | die Koordinatengleichung
1
X +x,+x,=6.
Hinweis: Auch eine argumentative Lésung, z. B. iiber Spurpunkte, ist moglich.
Ein Richtungsvektor von g (}"Q) und ein Normalenvektor 7z von E werden in
die Schnittwinkelformel eingesetzt und es ergibt sich
1) (6
1-10
|rg (1) Lo 6 6 1
sina = — = = = =—.
i-[POL (1Y |(6) 3436 +3-6 3
L]0
1) \O
Damit folgt o =35,26°. 15] 15
b) | Zur Berechnung des Schnittpunkts S, der Ebene E mit der x,-Achse setzt man
in der Koordinatengleichung die Koordinaten x, und x, gleich Null und be-
rechnet x,. Man erhlt S, (6]0]0).
Entsprechend erhélt man S, (0[6]0) und S(0]0]6).
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| I |1
53 -
o/ o 7
i B
s B
—Q
lf /‘ =
1
S
/ z 74
raba=ss
&1— WL
Nachweis, dass P und Q Eckpunkte des Wiirfels sind:
0 0 0 6 0 0 6
$,+5,=|6|+|0[=|6|=p und 5, +5,+5,=| 0|+ 6|+ 0|=]6|=¢.
0 6 6 0 0 6 6 101 10
c) |e Da P und Q Eckpunkte des Wiirfels sind und R auf der Wiirfelkante liegt, die
senkrecht auf S, steht, muss der Schnittpunkt mit der x,-Achse die gleiche
x, -Koordinate wie R haben.
Also hat der Schnittpunkt von F mit der x,-Achse die Koordinaten (0 [0] 4) .
e Die Ebene F zerlegt den Wiirfel in zwei Prismen.
Ein Prisma hat ein rechtwinkliges Dreieck als Grundfldche, das andere hat ei-
ne trapezformige Grundfléche.
Fir das Volumen des Wiirfels ergibt sich: V., = 6’ =216.
Fiir das Prisma mit dem rechtwinkligen Dreieck als Grundflache ergibt sich:
-2
VTeilk('irper = G .h :6_.6 = 36 .
2
Fiir das Verhiltnis gilt dann: 36 : 150 ,also1:5.
216 216 20
d) |e Die abgeschnittene Pyramide hat zur Spitze hin gleich lange Kanten, jede
Seitenflache hat an der Spitze einen 90°-Winkel. Also sind die drei Seitenfla-
chen kongruent, damit sind die Kanten an der Grundfliche auch gleich lang
und die Grundfldche und damit auch die Schnittfliche ist ein gleichseitiges
Dreieck.
e Sei x die Lange der von Q ausgehenden Pyramidenkante der abgeschnittenen
Pyramide. Fiir die neu erhaltene Seite d gilt
2x* =d?, alsod =~/2x* =2 -x (1)
und
d=6-x. 2)
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| II |10

Die Gleichung (1) gilt immer. «— 6em —»

Die Gleichung (2) folgt aus der
Aufgabenstellung:

d und die benachbarten Kanten
sollen gleich lang sein.

Durch Gleichsetzen erhilt man

\/§-x=6—x

~2+1)-x=6
6 =
J2 +1

d=6-x=35.

x= 2,5.

bzw.

20

€) | o Die abgeschnittenen Kanten kénnen hochstens 3 LE lang sein, denn dann

e Der Restkdrper hat dort, wo der Wiirfel ehemals
Ecken hatte, gleichseitige Dreiecke. Aus den
ehemaligen Wiirfelflichen werden Quadrate,
deren Ecken in den Mittelpunkten der ehemali-
gen Wiirfelkanten liegen. Der Korper hat also
14 Flachen: 8 gleichseitige Dreiecke und 6
Quadrate. Weiterhin hat der Korper 12 Ecken.

treffen sich die abgeschnittenen Pyramiden gerade in der Mitte der Wiirfel-
kante, so dass von der Wiirfelkante nichts mehr {ibrig bleibt.

10

Insgesamt 100 BWE

25155 20
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1.2 Schmerzmittel

Ein Pharmaunternehmen stellt aus vier pflanzlichen Rohstoffen R, R,, R; und R, drei verschieden-
artige Grundsubstanzen G;, G, und Gj her. Aus den Grundsubstanzen werden zwei in ihrer Wirkung
unterschiedliche Schmerzmittel als Endprodukte £, und £, zusammengestellt.

Das folgende Diagramm zeigt den Materialfluss in Mengeneinheiten (ME) vom Rohstoff iiber die
Grundsubstanzen bis zu den Schmerzmitten als Endprodukte.

Rl R2 R3 R4
2\ 3,/ 2 1 2 4
A
2 3 2 4 5 3
E1 EZ

a) Geben Sie die Rohstoff-/Grundsubstanzenmatrix 4 sowie die Grundsubstanzen-/Endproduktmatrix
B an und zeigen Sie, dass die Rohstoff-/Endproduktmatrix C wie folgt lautet:

10 18
20 23
21 30
24 20

Die Materialkosten flir die pflanzlichen Rohstoffe und die Fertigungskosten fiir die Grundsubstanzen
und die Endprodukte sind in Geldeinheiten (GE) je ME durch die nachstehenden Tabellen gegeben.

R, R, R Ry G, G, Gs E, £,
0,1 0,4 0,2 0,5 5 4 8 18 12

b) Das Unternehmen erhélt regelméBig von einer bekannten ,,Internet-Apotheke* einen Auftrag tiber
200 ME von E; und 300 ME von E,.

Ermitteln Sie, wie viele ME von den pflanzlichen Rohstoffen (v, ) und wie viele ME der Grund-
substanzen (v, ) zur Erfiillung dieses Auftrages benotigt werden.
Fortsetzung néchste Seite —
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Berechnen Sie die variablen Herstellungskosten pro ME fiir jedes Endprodukt (IEVTM), die aus der

Summe der zugehorigen Material- und Fertigungskosten bestehen, und zeigen Sie, dass die gesam-
ten variablen Herstellungskosten ( K. ) fiir den Kundenauftrag 48.440 GE betragen.

var

Bestimmen Sie den Verkaufspreis p der Schmerzmittel auf volle GE gerundet, wenn beide Mittel
zum gleichen Preis verkauft werden sollen, die anteiligen Fixkosten fiir diesen Auftrag 10 % der
variablen Kosten betragen und das Pharmaunternehmen mit einem Gewinnzuschlag von 20 % ar-
beitet.

Im Materiallager werden immer wieder éltere Bestéinde sowohl an pflanzlichen Rohstoffen als auch an
Grundsubstanzen entdeckt, die aus Haltbarkeitsgriinden sofort aufgebraucht oder wegen Uberschrei-
tung der Haltbarkeitsdauer sogar vernichtet werden miissen.

c)

d)

Untersuchen Sie, ob sich Altbestdnde an Grundsubstanzen, und zwar 3100 ME von G, und 3800
ME von G,, vollstindig bei der Produktion der Endprodukte verarbeiten lassen, und ermitteln Sie,
wie viele ME eines jeden Endproduktes produziert werden kdnnen.

Berechnen Sie ebenfalls, wie viele ME der Grundsubstanz Gj; fiir die Produktion der von Thnen
ermittelten ME der Endprodukte bendtigt werden.

Zukiinftig sollen die Vorréte an pflanzlichen Rohstoffen und an Grundsubstanzen wegen der im-
mer wieder auftretenden Haltbarkeitsprobleme dem tatsdchlichen Absatz der Endprodukte ange-
passt werden. Neueste Marktuntersuchungen haben ergeben, dass sich die Endprodukte £, und £,
im Mengenverhéltnis von 2:3 absetzen lassen.

Zeigen Sie, dass die Grundsubstanzenvorrite unter Beriicksichtigung des oben angegebenen Men-
13¢

genverhiltnisses dem Mengenvektor v, =| 16¢ |, (€ N*) entsprechen.
19¢

Bestimmen Sie ohne weitere Rechnungen den entsprechenden Mengenvektor v, fiir die pflanzli-
chen Rohstoffe.

Eine von der Geschiftsleitung eingesetzte Arbeitsgruppe zur Verbesserung der Kostensituation
des Unternehmens schldgt zusétzlich die Einfiihrung eines computergesteuerten Lagerwesens vor.
Nach Berechnungen der Arbeitsgruppe lieBen sich hierdurch die variablen Kosten um 10 % sen-
ken. Der Anteil der fixen Kosten an den neuen variablen Kosten wiirde sich zwar erhohen, und
zwar von derzeit 10 % auf 20 %, aber die Gesamtkosten wiirden trotzdem sinken.

Beurteilen Sie diesen Vorschlag sowohl im Hinblick auf die angestrebte Kostensenkung als auch
auf die Verbesserung der Kostensituation.

Ma1-GKLM-W Seite 28 von 38



Freie und Hansestadt Hamburg

Behdrde fiir Bildung und Sport
Abitur 2006

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Erwartungshorizont

Wirtschaftsgymnasien

Haupttermin

Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

I | @I

III

Rohstoffe-/Grundsubstanzenmatrix: 4 =

D LN W

2 0

3 2

5 1

0 4

2 3

Grundsubstanzen-/Endproduktmatrix: B = {2 4} .
53

10 18
20 23
121 30

24 20

C=4-B & C=

S L W N
B~ = O
(O, I \O I\
w W

D W N W

10 18
20 23
21 30
24 20

Die Rohstoffe-/Endproduktmatrix lautet: C =

b)

200
Rohstoffverbrauchsvektor v, fiir einen Auftragsvektor X, :[30()} :
10 18 7400
o 20 23200 10900
C-X,=v, & . = .
21 301300 13200
24 20 10800

Bei der Herstellung von 200 ME von £, und 300 ME von E, werden folgende
pflanzliche Rohstoffe bendtigt: 7.400 ME von R, 10.900 ME von R,, 13.200
ME von R; und 10.800 ME von R,.

200
Grundsubstanzenverbrauchsvektor v, fiir einen Auftragsvektor x, =[300j:
2 3 1300
S 200
B-%,=V, o |2 4 [ j: 1600 |-
53 1900

Bei der Herstellung von 200 ME von E; und 300 ME von E, werden folgende
Grundsubstanzen benétigt: 1.300 ME von Gy, 1.600 ME von G, und 1.900 ME
von Gj.
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I | @I

I

Variable Herstellungskosten pro ME fiir jedes Endprodukt (lgvzr ):

kI =ky +kl +k]

var

10 18

20 23

kp=(0,1 0,4 02 0,5)- 0 =(252 27)

24 20
2 3

ki=(5 4 8)-|2 4|=(58 55)
53

kl=(18 12).
Also: kI =(252 27)+(58 55)+(18 12)=(1012 94).

Die variablen Kosten pro ME (= variable Stiickkosten) betragen 101,2 GE bei
E;und 94 GE bei E,.

Gesamte variable Herstellungskosten:

var

e 200
Kvar :k 'xE :(101;2 94) :48440
300

Wie angegeben betragen die gesamten variablen Herstellungskosten 48.440 GE.
Verkaufspreis p je ME der Schmerzmittel:
K, =01-K, =01-48440=4844

K, +K, +02(K, +K,) 48440+4844+10656,8 639408
Xp X 200+ 300 500

P =127,88.

Der Verkaufspreis fiir jedes Schmerzmittel betridgt 128 GE je ME.

10 | 25

Verarbeitung alter Bestdnde an Grundsubstanzen:

3100
B-%, =7, mit v,=| 3800 |-

x3

2 3| 3100 1 0] 500
2 4|3800| < |0 1] 700]-
5 3| x 53

X3

Die genannten Grundsubstanzen lassen sich bei der Produktion der beiden End-
produkte vollstdndig verarbeiten. Es konnen 500 ME von £, und 700 ME von
E, hergestellt werden.

Von der Grundsubstanz G; werden fiir die Produktion noch 4.600 ME benétigt.
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d)

B7 = ;= 2t

X, =V. mit X,.=

E G E 3Z
2 3 13¢

N 2t

Ve=|2 4 ( j= 16¢ |.

3t
53 19¢

Der angegebene Vektor entspricht den notwendigen Vorriten an Grundsubstan-
zen.

Aus den Losungen aus Teilaufgabe b) ldsst sich der entsprechende Mengenvek-
tor fiir die pflanzlichen Rohstoffe unmittelbar herleiten:

74t
109¢

4 .
o1132¢
108t

10| 5

Alte und neue Kostensituation im Vergleich:
Kalr = Kvar + 0’ 1Kvar = 1’ 1Kvar
K"’eu = (0’ 9KVG’ ) + 0’ 2 (0’ 9Kvar ) = 1’ 08Kvar

Der Vorschlag der Arbeitsgruppe fiihrt bei ansonsten unverdnderten Bedingun-
gen tatséchlich zu einer Senkung der Gesamtkosten um ca. 1,8 % von 1,1K,,, auf
1,08K,4

Kritisch ist jedoch anzumerken, dass die fixen Kosten unabhéingig von der Pro-
duktionsmenge und damit auch unabhingig von den variablen Kosten in gleich
bleibender Hohe anfallen. Sinken die Produktionsmengen und die davon abhén-
genden variablen Kosten, so steigt der prozentuale Anteil der fixen Kosten an
den variablen Kosten entsprechend weiter an. Die Kostensituation wiirde sich
durch eine Erhdhung der fixen Kosten bei sinkenden Produktionsmengen ver-
schlechtern. Lediglich bei gleich bleibenden bzw. steigenden Produktionsmengen
wiirde ein positiver Senkungseffekt bzgl. der Gesamtkosten eintreten.

Insgesamt 100 BWE

20 | 60 | 20
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.1 Allergien

Auf einer Internetseite von ,,netdoktor.de” vom 18.07.05 wird zunéchst erklart, was eine Allergie ist:
»Bel einigen Menschen spielt das Immunsystem verriickt. Statt nur schédliche Krankheitserreger zu
bekdmpfen, stiirzt sich die Immunabwehr auch auf harmlose Fremdlinge wie Bliitenpollen, Hausstaub
oder bestimmte Nahrungsmittelbestandteile: der Korper reagiert allergisch.” Spéter heifit es: ,,Jeder
dritte Deutsche ist Allergiker, schiitzt der Arzteverband Deutscher Allergologen. Tendenz steigend.

Fiir Thre Losungen konnen Sie auch den in der Anlage beigefiigten Ausschnitt aus einer Tabelle sum-
mierter Binomialverteilungen benutzen.

Gehen Sie zunichst davon aus, dass ein Drittel aller Deutschen Allergiker sind.

a) Eswerden 100 Bewohner Deutschlands zufillig ausgewéahlt und auf Allergien getestet.
Begriinden Sie, dass man die mdglichen Anzahlen an Allergikern unter den getesteten Personen
als binomialverteilt ansehen kann.

b) Berechnen Sie unter der Annahme der Binomialverteilung die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass un-
ter den 100 getesteten Personen
e genau 33 Allergiker
¢ mindestens 25 Allergiker
e hochstens 20 Allergiker sind.

Auf der oben genannten Internetseite heillt es weiter: ,,Die Neigung zu einer solchen Reaktion ist
wahrscheinlich angeboren. Die Neigung, eine Uberempfindlichkeit zu entwickeln, liegt bei Personen,
bei denen beide Elternteile Allergiker sind, zwischen 40 bis 60 Prozent. Ist nur ein Elternteil betroffen,
entwickelt sich in etwa 20 bis 40 Prozent der Félle eine Allergie.*

¢) Gehen Sie in diesem Aufgabenteil davon aus, dass die Partnerwahl und die Familienplanung un-
abhéngig von vorliegenden Allergien erfolgen.

Bestimmen Sie zundchst die Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen ,,Elternkonstellationen®,
also dafiir, dass beide Elternteile Allergiker sind, ein Elternteil oder kein Elternteil Allergiker ist.

Weisen Sie nach, dass selbst, wenn man jeweils die hoheren Werte zugrunde legt — also 60%,
wenn beide Elternteile Allergiker sind, 40%, wenn nur ein Elternteil betroffen ist — der Anteil der
Allergiker in der Bevolkerung sinken miisste, wenn nur erbliche Faktoren fiir das Auftreten einer
Allergie entscheidend wéren und keine Allergien bei Kindern auftréiten, deren Elternteile beide
keine Allergiker sind.

Zitat aus der o.g. Internetseite: ,,Warum Allergien in Industrienationen stetig zunehmen, ist unbekannt.
Jedoch scheinen besonders hygienische Lebensverhéltnisse die Entstehung von Allergien im Kindesal-
ter zu begiinstigen. Denn in Regionen mit einfacheren hygienischen Standards treten Allergien deut-
lich seltener auf. Offenbar verpassen Schmutz und harmlose Keime in der Kindheit dem Immunsystem
erst den richtigen Schliff.*

d) Um die Ursachen fiir das Entstehen von Allergien zu erforschen, werden 100 zufillig ausgewahlte
fiinfjdhrige Kinder vor ihrer Einschulung auf Allergien untersucht.

Durch einen Hypothesentest soll die Behauptung begriindet werden, dass der Anteil an Allergikern
steigt. Leiten Sie eine Entscheidungsregel her, mit der die Nullhypothese ,,Unter Kindern im Alter
von 5 Jahren sind hochstens ein Drittel Allergiker.” gegebenenfalls verworfen werden kann. Dabei
soll die Wahrscheinlichkeit, dass die Hypothese zu Unrecht verworfen wird, und also zu Unrecht
von einem erhohten Anteil an Allergikern ausgegangen wird, hochstens 5 % betragen.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mit [hrer Entscheidungsregel eine Erhéhung des An-
teils an Allergikern auf 40 % unbemerkt bleibt und interpretieren Sie dieses Ergebnis.
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Tabelle der summierten Binomialverteilung fiir n = 100
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~ P02 0,3 7 0,4 0,5
10 0,0057 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
11 0,0126 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
12 0,0253 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
13 0,0469 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
14 0,0804 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000
15 0,1285 0,0004 0,0000 0,0000 0,0000
16 0,1923 0,0010 0,0001 0,0000 0,0000
17 0,2712 0,0022 0,0002 0,0000 0,0000
18 0,3621 0,0045 0,0005 0,0000 0,0000
19 0,4602 0,0089 0,0011 0,0000 0,0000
20 0,5595 0,0165 0,0024 0,0000 0,0000
21 0,6540 0,0288 0,0048 0,0000 0,0000
22 0,7389 0,0479 0,0091 0,0001 0,0000
23 0,8109 0,0755 0,0164 0,0003 0,0000
24 0,8686 0,1136 0,0281 0,0006 0,0000
25 0,9125 0,1631 0,0458 0,0012 0,0000
26 0,9442 0,2244 0,0715 0,0024 0,0000
27 0,9658 0,2964 0,1066 0,0046 0,0000
28 0,9800 0,3768 0,1524 0,0084 0,0000
29 0,9888 0,4623 0,2093 0,0148 0,0000
30 0,9939 0,5491 0,2766 0,0248 0,0000
31 0,9969 0,6331 0,3525 0,0389 0,0001
32 0,9985 0,7107 0,4344 0,0615 0,0002
33 0,9993 0,7793 0,5188 0,0913 0,0004
34 0.9997 0,8371 0,6019 0,1303 0,0009
35 0,9999 0,8839 0,6803 0,1795 0,0018
36 0,9999 0,9201 0,7511 0,2386 0,0033
37 1,0000 0,9470 0,8123 0,3068 0,0060
38 1,0000 0,9660 0,8630 0,3822 0,0105
39 1,0000 0,9790 0,9034 0,4621 0,0176
40 1,0000 0,9875 0,9341 0,5433 0,0284
41 1,0000 0,9928 0,9566 0,6225 0,0443
42 1,0000 0,9960 0,9724 0,6967 0,0666
43 1,0000 0,9979 0,9831 0,7635 0,0967
44 1,0000 0,9989 0,9900 0,8211 0,1356
45 1,0000 0,9995 0,9943 0,8689 0,1841
46 1,0000 0,9997 0,9969 0,9070 0,2421
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Die Auswahl der 100 Personen kann als Bernoulli-Kette der Lange 100 angese-
hen werden, denn:

1) Es werden nur zwei Ergebnisse unterschieden: Es liegt eine Allergie vor oder
nicht.

2) Die Personen werden zufillig ausgewéhlt.

3) Da ,,ohne Zuriicklegen gezogen* wird, verdndert sich die Wahrscheinlichkeit
zwar, aber wegen der groBen Gesamtheit so gering, dass dies vernachléssigt
werden und die Trefferwahrscheinlichkeit p als konstant angesehen werden
kann.

b)

X sei die Anzahl der Allergiker unter den 100 Personen.

Mithilfe der Formel P(X =k) =[ZJ - p* -(1 - p)"_k oder durch Ablesen aus

dem angefiigten Ausschnitt aus der Tabelle der summierten Binomialverteilung
erhilt man: P(X =33)=P(X <33)- P(X <32)=0,0844.

Die Wahrscheinlichkeit, dass 33 von 100 getesteten Personen Allergiker sind,
betrégt etwa 8,4 %.

Bei der Bearbeitung der folgenden Aufgabenteile bietet sich ebenfalls die Tabel-
le an:

P(X 225)=1-P(X <24)1-0,0281=0,9719.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei 100 getesteten Personen mindestens 25 Aller-
giker sind, betrdgt etwa 97,2 %.

P(X <20) =0,0024.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei 100 getesteten Personen hochstens 20 Allergi-
ker sind, betrdgt etwa 0,2 %.

15

e Bezeichnet man mit
B: ,,Beide Elternteile sind Allergiker®,
E: ,Ein Elternteil ist Allergiker” und
K: ,Kein Elternteil ist Allergiker,
so gilt wegen der vorausgesetzten Unabhéngigkeit:
Py =Ll o 12,20 228
33 33 33 9 33 9
e Mit der Bezeichnung A4: ,,Die ausgewéhlte Person ist Allergiker* ergibt sich
aus dem Text: P(4|B)=0,6, P(A|E)=0,4 sowie P(A4|K)=0.
Fiir die néchste Generation folgt dann mithilfe eines Baumdiagramms oder
mit einem rein formalen Ansatz:
P(A) = P(A|B)-P(B) + P(A|E)-P(E) + P(A|K)-P(K) =
6 4 4 11 1

- .= =< —

1
10 9 109 45 3’

10
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d) |e Getestet wird die Nullhypothese Hy: p < l
3
Hierbei handelt es sich um einen einseitigen Test. Gesucht ist also das
kleinste £, fiir das gilt:
100 100 i 100—i
P(X2k)=)| | (1) (Ej <0,05 .
P O 3) 3
¢ Bei Benutzung der beigefiigten Tabelle nutzt man die Beziehung
P(X2k)=1-P(X <k-1)aus.
Es ergibt sich P(X =41)=0,0659 und P(X =42)=0,0434.
Also ist k =42.
Haben 42 oder mehr der 100 untersuchten Kinder eine Allergie, sollte man
die Nullhypothese verwerfen.
e  Wire der Anteil an Allergikern unter fiinfjdhrigen Kindern p = 0,4, so bliebe
dies unentdeckt mit der Wahrscheinlichkeit
(100 o0
D ]-0,4-0,67 =0,6225~62,3%.
i=0
Auch diesen Wert entnimmt man der Tabelle.
Dass diese Wahrscheinlichkeit recht hoch ist (> 50%), ist nicht verwunder-
lich, da der Erwartungswert fiir p = 0,4 (also x = 40) noch zum Annahmebe-
reich der Hypothese H, gehort. 30 | 15
Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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1.2 Klassischer Teetassentest

In den Kreisen des englischen Hochadels wird gerne Tee getrunken. Einige Damen rithmen sich sogar,
am Geschmack zu erkennen, ob zuerst der Tee in der Tasse war und dann die Milch hinzukam oder ob
umgekehrt zuerst die Milch eingegossen wurde und dann der Tee hinzukam.

Wihrend eines nachmittdglichen Teekrédnzchens wollen einige Damen ihre Fahigkeiten tiberpriifen.
Dazu werden den Damen 10 Tassen Tee mit Milch vorgesetzt, die in zufélliger Reihenfolge mit Milch
und Tee gefiillt wurden. Die Anzahl der richtigen Angaben der Reihenfolge wird notiert.

a) Gehen Sie zundchst davon aus, dass eine Dame einfach nur rit, d. h. dass die Trefferwahrschein-
lichkeit p = 0,5 ist.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Dame durch reines Raten genau 7 richtige Anga-
ben macht.

Bei 9 oder mehr richtigen Angaben will man der entsprechenden Dame eine geschmackliche Be-
gabung zuerkennen:

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Dame, die ja nur rit, diese Begabung zuerkannt
werden muss.

b) Nehmen Sie an, dass eine Dame mit gut ausgepriagtem Geschmacksempfinden die Reihenfolge
von Tee oder Milch mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 0,7 erkennt.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der man ihre Begabung nicht erkennt, wenn die Ent-
scheidungsregel aus Aufgabenteil a), also mindestens 9 richtige Angaben, beibehalten wird.

¢) Einmal in Teelaune gekommen, denken sich die Damen einen weiteren Test aus.
5 Paare von verschieden zubereiteten Tees werden zur Auswahl gestellt. Ein Paar besteht jeweils
aus zwei Tassen, die in unterschiedlicher Reihenfolge befiillt wurden.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, alle Reihenfolgen richtig zu erkennen. Reines Raten wird
vorausgesetzt.

d) Einer Dame ist der urspriingliche Test mit 10 Tassen nicht gut genug. Sie schldgt einen Test mit
25 Tassen vor, die in beliebiger Reihenfolge zufillig befiillt werden. Eine Person soll als ge-
schmacklich begabt gelten, wenn Sie mindestens M richtige Angaben macht.

Ermitteln Sie die kleinste Zahl M so, dass man einer Person, die nur durch reines Raten ihre Ent-
scheidung fillt, mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 5 % das Pradikat ,,geschmacklich be-
gabt® zuerkennt.

Ermitteln Sie entsprechend zum Aufgabenteil b) auch bei diesem Test die Wahrscheinlichkeit, mit
der man die Begabung der Dame mit ausgepriagtem Geschmacksempfinden (p = 0,7) mit dem so
konstruierten Test nicht erkennt.

e) Interpretieren Sie die beiden mdglichen Versuchsausginge ,,eine Dame besteht den Test aus Auf-
gabenteil d)* bzw. ,,eine Dame besteht den Test aus Aufgabenteil d) nicht* und nehmen Sie insbe-
sondere Stellung zu den unterschiedlichen Ergebnissen von b) und d).

f) Beim Testen von Hypothesen kommt es sehr stark darauf an, was man fiir Vorstellungen von der
Situation hat und was man darauf aufbauend eigentlich zeigen mochte. In dieser Aufgabe wird
z. B. davon ausgegangen, dass eine Trefferwahrscheinlichkeit kleiner als 0,5 nicht sinnvoll ist. Es
wurde also im Prinzip einseitig getestet.
Es kann aber auch bei einem ,,Teetassentest™ durchaus sinnvoll sein, einen zweiseitigen Test
durchzufiihren.
Begriinden Sie jeweils ein Argument, das fiir einen einseitigen bzw. einen zweiseitigen Test
spricht.
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Es sei X die Anzahl der richtig geratenen Reihenfolgen. X ist binomialverteilt
mit p = 0,5. Mithilfe der Tafel zur Binomialverteilung oder der entsprechenden
Formel erhidlt man:

10 .,
P(X=T)=| |05 0,5 =01172.

Die Wabhrscheinlichkeit, genau 7 Reihenfolgen richtig zu raten, betrdgt etwa
11,7 %.

Ebenfalls mit Hilfe der Tafel fiir die summierte Binomialverteilung oder der
entsprechenden Formel erhilt man:

10 ., (10) . _,
P(X29)=| |05+ |0,5°=1-0,9893=0,0107.
9 10

Die Wahrscheinlichkeit, dass einer ratenden Dame die Begabung zuerkannt
wird, betrdgt etwa 1,1 %.

15

b)

,.Nicht erkennen‘ bedeutet nach der Entscheidungsregel, dass die entsprechende
Dame 8 oder weniger richtige Reihenfolgen bestimmt. Sei Y die Anzahl der
richtigen Reihenfolgen mit p = 0,7, so ist ¥ wieder binomialverteilt und man
erhdlt mithilfe der Tafel fiir summierte Binomialverteilungen oder der entspre-
chenden Formel:
8,710 _
P(Y<8)= Z[ f J -0,7°-0,3""* =1-0,1493=0,8507 .
k=0

Die Wahrscheinlichkeit, mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,7 nicht erkannt
zu werden, betrigt etwa 85,1 %.

10

Bei einem Tassenpaar reicht das Benennen einer Tasse, weil die Versuchsbedin-
gungen bekannt sind.

Die Wabhrscheinlichkeit fiir das richtige Benennen von 5 Tassenpaaren betragt
demnach: 0,5° = 0,03125.

15

d)

Der Tabelle fiir summierte Binomialverteilungen entnimmt man unmittelbar fiir
p = 0,5, dass die Wahrscheinlichkeit, dass man weniger oder gleich £ Tassen
richtig rét, mit aufsteigendem £ fiir £ = 18 erstmals groBer oder gleich 95% ist.

(P(X, <16)=0,9461 und P(X,; <17)=0,9784) bzw.
Entsprechend der Fragestellung ist also M = 18 zu wéhlen.

Ein nicht signifikantes Ergebnis — d.h. man erkennt die Begabung nicht — liegt
vor, wenn X, <17 . Der Tabelle entnimmt man, dass fiir p = 0,7 gilt:

P(X<17)=1-0.5118=0,4882.
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Die Wabhrscheinlichkeit, mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,7 nicht erkannt
zu werden, betrigt etwa 48,8 %.

30

Wenn eine Dame den Test besteht, wird sie mit Verweis auf statistische Signifi-
kanz (auf dem 5 %-Niveau) zu Recht behaupten kdnnen, dass sie ,,geschmack-
lich begabt ist*.

Betrug in Aufgabenteil b) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Dame mit ausge-
pragter Begabung ( p = 0,7) nicht erkannt wird, etwa 85 %, so ist dieser Wert
bei dem verbesserten Test aus d) zwar auf 49 % gesunken, das ist aber immer
noch ein sehr hoher Wert.

Wenn also eine Dame den Test nicht besteht, so kann oder wird sie bis auf wei-
teres durchaus zu Recht behaupten, dass damit nicht widerlegt sei, dass sie den
Unterschied der Reihenfolge des EingieBens von Tee und Milch erkennen kann.

10

10

Begriindung fiir einen einseitigen Test:

Wahrscheinlichkeiten kleiner als 0,5 liegen unterhalb der reinen Ratewahr-
scheinlichkeit, was ,,schlechter als reines Raten* bedeuten wiirde. Das macht
hier keinen Sinn.

Begriindung fiir einen zweiseitigen Test:

Wenn eine Dame nur wenige Treffer erzielt, bedeutet das nicht notwendig, dass
sie nur rit, sondern mdglicherweise auch, dass sie ziemlich gut schmeckt, aller-
dings die Zuordnungen verwechselt. Wenn man dies vermutet, sollte man zwei-
seitig testen.

10

Insgesamt 100 BWE

251 55

20
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