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Freie und Hansestadt Hamburg
Behorde fur Bildung und Sport

Schriftliche Abiturprifung
Schuljahr 2005/2006

Grundkurs Mathematik

Gymnasien, Gesamtschulen, Technische Gymnasien
Aufgabensatz - ZWEITTERMIN

Unterlagen fir die Lehrerinnen und Lehrer

Diese Unterlagen sind nicht fur die Priflinge bestimmit.

Diese Unterlagen enthalten:

1

2
3
4
5

Allgemeines

Riickmeldebogen

Hinweise fiir die Auswahl der Aufgaben
Hinweise zum Korrekturverfahren

Aufgaben, Erwartungshorizonte und die Bewertung fiir jede Aufgabe

1 Allgemeines

e Weisen Sie bitte die Schiilerinnen und Schiiler auf die allgemeinen Arbeitshinweise am Anfang
der Schiilermaterialien hin.

e Die Schiilerinnen und Schiiler kennzeichnen ihre Unterlagen nur mit der Kursnummer und ihrer
Schiilernummer, nicht mit ihrem Namen.

e Die Arbeitszeit betrdgt 270 Minuten einschlie3lich Lesezeit.

e Erlaubte Hilfsmittel: Nichtprogrammierbarer Taschenrechner, Formelsammlung ,,Das grof3e Ta-
felwerk interaktiv, Cornelsen-Verlag, Operatorenliste, Rechtschreiblexikon.
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Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, Technische Gymnasien

Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2006
Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik
2 Ruckmeldebogen fir die Zweitkorrektur
Bitte umgehend ausfillen und an B 3-1 faxen!

Behorde fur Bildung und Sport Schulchiffre:

B 3-1

Fax 42 79 67-006

Aufgabenstatistik und Information fur die Zweitkorrektoren

in Fachern mit zentraler Aufgabenstellung

Fach: Mathematik, Leistungskurs Kurs-Nummer:

Bearbeitet wurden die folgenden Aufgaben:

Aufgabe Nr. Anzahl

1.1 von Priflingen
1.2 von Pruflingen
1.3 von Priflingen
1.1 von Priflingen
1.2 von Pruflingen
1.1 von Priflingen
1.2 von Pruflingen

Datum:

Unterschrift:
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Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

3 Aufgabenauswahl

e Sie erhalten sieben Aufgaben — 1.1, 1.2, 1.3 (Analysis) und II.1, 1.2 (Lineare Algebra / Analytische
Geometrie) und Ill.1, 1.2 (Stochastik).

e Sie wihlen genau drei Aufgaben aus genau den zwel Sachgebieten | und Il oder | und Il aus
und reichen diese an die Schiilerinnen und Schiiler weiter.

e Sie iiberpriifen gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern die Vollstidndigkeit der Arbeits-
unterlagen.

e Die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten drei Aufgaben.

e Sie vermerken auf der Reinschrift, welche Aufgabe sie bearbeitet haben.

4  Korrekturverfahren

e Die Korrekturen werden gemif3 der ,,Richtlinie fiir die Korrektur und Bewertung der Priifungsleis-
tungen im schriftlichen Teil der Abiturpriifung® vorgenommen.

e Die Bewertung und Benotung der Arbeiten wird auf einem gesonderten Blatt vorgenommen, siche
Anlagen Bewertungsbogen fiir die Erst- und die Zweitkorrektur (S. 5 und 6).

e Die Bewertungsbdgen verbleiben in der Schule.

e Die Originale der Schiilerarbeiten werden zusammen mit dem Bewertungsbogen flir die Zweitkor-
rektur und einer Kursliste, die nur die Schiilernummern enthalten darf, sowie einem Exemplar der
Lehrermaterialien zu einem Packchen gepackt.

e Zuden Zeitvorgaben, Warnmeldungen und dem weiteren Verlauf des Verfahrens siche den ,,Ab-
laufplan fiir die Durchfiihrung der schriftlichen Priifungen®.

Bei der Korrektur der Schiilerarbeiten kann es auf Grund von unterschiedlichen didaktischen Konzep-
ten oder Verkiirzungen auf Grund von Verabredungen zu unterschiedlichen Bewertungen von Schiiler-
leistungen kommen, insbesondere im formalen Bereich. Bisher lieBen sich solche unterschiedlichen
Sichtweisen im Gespréch zwischen Referent und Korreferent klaren.

Im Abitur mit zentralen Anteilen ist eine solche Kldrung wegen des anonymisierten Korrekturverfah-
rens nicht moglich. Deshalb ist insbesondere auf Seiten des Korreferenten ein sensibles Vorgehen
gefordert. Auch wenn der Korreferent eine andere Korrektheit von seinen Schiilerinnen und Schiilern
fordern wiirde, sollte er darauf achten, ob der Referent bei seinen Korrekturen durchgéngig anders
verfahren ist. Es gilt der Grundsatz, dass die Schiilerinnen und Schiiler durch unterschiedliche Sicht-
weisen nicht benachteiligt werden diirfen.

Die Losungsskizzen in den Erwartungshorizonten zu den einzelnen Aufgaben geben Hinweise auf die
erwarteten Schiilerleistungen. Oft sind aber verschiedene Losungsvarianten mdglich, die in der Skizze
nur zum Teil beschrieben werden konnten. Grundsétzlich gilt deshalb, dass alle Varianten, die zu rich-
tigen Losungen fithren, mit voller Punktzahl bewertet werden, unabhingig davon, ob die gewéhlte
Variante in der Losungsskizze aufgefiihrt ist oder nicht.
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5 Aufgaben, Erwartungshorizonte und Bewertungen

Erwartungshorizont:

Kursiv gedruckte Passagen sind Hinweise an die korrigierenden Lehrkréfte. Sie sind nicht Bestandtei-
le der erwarteten Schiilerleistung.

Bewertung:

Jeder Aufgabe sind 100 Bewertungseinheiten (BWE) zugeordnet, insgesamt sind also 300 BWE
erreichbar. Bei der Festlegung von Notenpunkten gilt die folgende Tabelle.

Umheiten | Loy | Notnpuki Umheiten | Loy | Notnpuke
> 285 >95 % 15 > 165 > 55 % 7
>270 >90 % 14 > 150 >50 % 6
> 255 > 85 % 13 > 135 > 45 % 5
> 240 >80 % 12 > 120 > 40 % 4
> 225 > 75 % 11 > 99 >33 % 3
>210 >70 % 10 > 78 >26 % 2
>195 > 65 % > 57 >19 % 1
> 180 > 60 % 8 < 57 <19% 0

Die Note , ausreichend” (5 Punkte) wird erteilt, wenn annéhernd die Hélfte (mindestens 45 %) der
erwarteten Gesamtleistung erbracht worden ist. Dazu muss mindestens eine Teilaufgabe, die Anforde-
rungen im Bereich II aufweist, vollstdndig und weitgehend richtig bearbeitet werden.

Die Note ,, gut” (11 Punkte) wird erteilt, wenn anndhernd vier Fiinftel (mindestens 75 %) der erwar-
teten Gesamtleistung erbracht worden sind. Dabei muss die Priifungsleistung in ihrer Gliederung, in
der Gedankenfiihrung, in der Anwendung fachmethodischer Verfahren sowie in der fachsprachlichen
Artikulation den Anforderungen voll entsprechen. Ein mit ,,gut beurteiltes Priifungsergebnis setzt
voraus, dass neben Leistungen in den Anforderungsbereichen I und II auch Leistungen im Anforde-
rungsbereich III erbracht werden.

Bei erheblichen Méngeln in der sprachlichen Richtigkeit sind bei der Bewertung der schriftlichen Prii-
fungsleistung je nach Schwere und Haufigkeit der Verstofle bis zu drei Notenpunkte abzuziehen. Dazu
gehoren auch Méngel in der Gliederung, Fehler in der Fachsprache, Ungenauigkeiten in Zeichnungen
sowie falsche Beziige zwischen Zeichnungen und Text.
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Fach Mathematik
Bewertungsbogen Erstkorrektur Schiler
Kurstyp GK
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Kurs-Nummer
Aufgaben BWE je Teilaufgabe BWE oro
Nummer (nicht verwendete Felder bitte durchstreichen) Auf a%e
(z.B.1.3) 9
¥ a) b) c) d) e) f) 9) v

Bewertungstext

Summe der BWE =

Notenpunkte =

Dieser Bogen kann auch aus dem Internet unter www.hera.bbs.hamburg.de mit dem Anmeldenamen abschluss und dem Passwort pruefung
zum rechnergestitzten Ausfillen heruntergeladen werden.
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ANALYSIS 1
I.1 Produktvermarktung

Ein IT-Unternehmen hat ein neues Gerét entwickelt. Nun wird geplant, unter welchen Bedingungen
dieses Gerdt moglichst gut vermarktet werden kann.

Zuerst werden die Produktionskosten untersucht. Man weil, dass die festen Kosten (Fixkosten) des
Unternehmens pro Monat 250 Geldeinheiten (GE) betragen.

a) Die Kalkulationsabteilung hat berechnet, dass die Kosten (inklusive Fixkosten) bei einer Produkti-
on von 10 Mengeneinheiten (ME) 302 Geldeinheiten und bei 20 Mengeneinheiten 336 Geldeinhei-
ten betragen. Es wird nun versucht, eine Funktion aufzustellen, die die Gesamtkosten fiir beliebige
Produktionszahlen beschreibt. Ein erster Ansatz wird mit einer quadratischen Funktion versucht.

e Berechnen Sie die Gleichung einer quadratischen Funktion, die zu den gegebenen Daten passt.

o Sie erhalten eine Funktion, die bei etwa 34 ME ein Maximum besitzt.
Begriinden Sie, warum Kostenfunktionen eine solche Eigenschaft nicht haben kdnnen.

Durch weitere Berechnungen erhalten die Kalkulatoren schlieBlich mit
K(X)=0,002x’ —0,15%> + 6,5X+250

die Gleichung einer Gesamtkostenfunktion K, die die Produktionskosten hinreichend genau beschreibt.

b) Unter den ,,Grenzkosten versteht man in der Praxis die zusitzlich entstehenden Kosten bei einer
Produktionserh6hung um eine Mengeneinheit.
Berechnen Sie die Grenzkosten (der Funktion K) fiir x = 10 und x = 35, d. h. berechnen Sie die zu-
sitzlichen Kosten, wenn Sie 11 ME statt 10 produzieren bzw. 36 statt 35 ME.

¢) Im Allgemeinen wird die Ableitungsfunktion K’ auch als Grenzkostenfunktion von K bezeichnet.
Berechnen Sie K'(10) und K’(35) und interpretieren Sie den (wenn auch geringen) Unterschied
zu den im Aufgabenteil b) berechneten Grenzkosten im Kontext der Aufgabe.

d) Der Wendepunkt einer Kostenfunktion K wird héufig auch als ,,Kostenkehre bezeichnet.
Bestimmen Sie den Wendepunkt und interpretieren Sie die Bezeichnung ,,Kostenkehre® im Kon-
text der Aufgabe.

e) Ohne Riicksicht auf die tatsdchlichen Verkaufszahlen wird fiir eine erste Kalkulation ein Preis von
15 GE fiir eine Mengeneinheit angenommen. Der Erlos E der Firma ergibt sich aus dem Produkt
,»Menge mal Preis“. Der erzielte Gewinn G in Abhédngigkeit von der produzierten Menge X ergibt
sich als Differenz aus dem Erlos E und den zugehorigen Gesamtkosten K, also
G(X) = E(X) = K(X) . Gehen Sie im Folgenden davon aus, dass alle produzierten Gerite auch ver-

kauft werden.
¢ Bestimmen Sie die Gleichungen der Erlosfunktion E und der Gewinnfunktion G.

e Bestimmen Sie, bei welcher produzierten Menge der Gewinn G maximal wird, und geben Sie
den maximalen Gewinn an. Die beiden letzten Angaben sollen in der Antwort auf 2 Nachkom-
mastellen gerundet werden.

f) In diesem Aufgabenteil geht es um eine Veranschaulichung des Ergebnisses aus dem Aufgabenteil

e). Bestimmen Sie ein grafisches Verfahren, wie man den x-Wert des Gewinnmaximums grafisch
ermitteln kann.
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III

Die Fixkosten in Hohe von 250 GE sind die Kosten, die immer entstehen, auch
wenn nicht produziert wird. Also ist 250 der Koeffizient, der den konstanten
Anteil angibt. Der Ansatz flir den Funktionsterm einer quadratischen Funktion
lautet demnach: f(X)=ax> +bx+250.
Uber die gegebenen Daten erhilt man den folgenden Ansatz:

(f(10)) 100a+10b+250 =302(I) und

(f(20)) 400a+20b+250=336 (II)

m-2-1 200a—-250=-268

200a=-18

a=———=0,09
100

Das Ergebnis fiir a wird nun in (I) eingesetzt und man erhilt:

100- 2 +10b+250=302
100

10b=61

b=1s1.
10
Insgesamt erhilt man folgende Funktionsgleichung:

f(x)= 2 e+ 8yias0= -0,09%* +6,1x+ 250 .
100 10
Da die Gesamtkosten einer Produktion mit zunehmender Produktionsmenge X
monoton steigen, kann eine Kostenfunktion keine Extremwerte besitzen.

10| 10

b)

K(10)=302 und K(11)=306,012, also betragen die Grenzkosten bei der Pro-
duktionserh6hung von 10 auf 11 ME ca. 4,01 GE.

K(35)=379,5 und K(36)=382,912, also betragen die Grenzkosten bei der
Produktionserhohung von 35 auf 36 ME ca. 3,41 GE.

K’(x)=0,006x* —0,30Xx+ 6,5. Danach gilt K’(10)=4,10 und K’(35)=3,35.
Die Ableitungsfunktion gibt die Anderung der Funktionswerte in einer ,,sehr
kleinen“ Umgebung an. Sie beschreibt die Steigung der Tangenten.

Die Grenzkosten in Aufgabenteil b) beziehen sich immer auf den Unterschied 1
der x-Werte. Sie beschreiben die Steigung von Sekanten.

d)

Der Wendepunkt von K wird {iber die 2. Ableitung berechnet.
K”(x)=0,012x-0,3.

Mit 0,012x,—0,3 =0 ergibt sich X, =25.

Da die dritte Ableitung die konstante Funktion mit dem Funktionswert 0,012 ist,
ist Xy = 25 eine Wendestelle. Der Wendepunkt hat die Koordinaten W(25 | 350).
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Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung
| I |10
Bis zum Wendepunkt (Kostenkehre) wird die Zunahme der Kosten immer ge-
ringer, wiahrend sie nach dem Wendepunkt immer stirker ansteigt. 20
¢) | Die Erlosfunktion E hat die Gleichung E(X)= p(x)-x=15x.
Fiir die Gewinnfunktion G gilt:
G(x) = E(xX) - K(x)
=15-x-(0,002x’ —0,15%> + 6,5X + 250)
=-0,002%x’ +0,15x* +8,5x—250.
Der Gewinn wird hochstens an den Stellen maximal, an denen die erste Ablei-
tung der Gewinnfunktion Null ist.
G'(%z) =0 bedeutet :
-0,006x> +0,3x+8,5=0
X2 —50x- 22—
3
x, =25t [25% + 220
3
X,=25% o1
3
X,=25% s5v1s .
’ 3
X =70,18 und X, =-20,18
X, liegt nicht im Definitionsbereich.
Da G einen negativen Leitkoeffizienten hat und somit fiir ,,groe® x- Werte ge-
gen ,,minus Unendlich geht“, hat G bei X; ein Maximum.
Hinweis: Hier ist u. a. auch ein Argumentieren mit der zweiten Ableitung mog-
lich.
Durch Einsetzen erhilt man G(70,18) = 394,01.
Bei einer Produktion von 70,18 Mengeneinheiten ist der Gewinn mit ca. 394,01
Geldeinheiten maximal. 25
f) |Der Gewinn G bestimmt sich aus der Gleichung G(x) = E(x) — K(X) .
Das Gewinnmaximum bestimmt sich aus der Gleichung G’(X) = 0 und damit
E'(x)—K'(X)=0 bzw. E'(x)=K'(X).
Der Gewinn ist genau dann maximal, wenn Grenzerl6s (Preis) und Grenzkosten
Ubereinstimmen.
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I

Grafisch bedeutet dies:

y
1700

1600
1500
1400
1300
1200
1100

1000

Gesucht ist jene Stelle von K, an der die Steigung gleich der Steigung von E ist.

X

-10 | 10 20

30

Durch Parallelverschiebung des Graphen von E ldsst sich die Stelle von K kon-
struieren, fiir die gilt: E’(X) = K'(X). Der entsprechende x-Wert ist die gesuchte
Produktion, fiir die der Gewinn maximal ist.

40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

20

Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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ANALYSIS 2
1.2 Uberlandleitung

Zwei Strommasten einer elektrischen Uberlandleitung von je 27 m Hohe stehen jeweils vertikal (lot-
recht)auf einem gleichmiBig ansteigenden Geldnde. Ihr Abstand betrdgt 200 m. Der Hohenunterschied
der FuBlpunkte der Masten betrdgt 15 m. Die Spitzen der Masten — wir bezeichnen sie mit T (tieferer
Mast) und H (hoherer Mast) — sind durch eine Hochspannungsleitung verbunden, wie Sie es der nicht
mafstabsgetreuen Skizze entnehmen kdnnen.

Wir fithren wie folgt ein zweidimensionales Koordinatensystem ein: Der Nullpunkt ist der FuBBpunkt
des tieferen Mastes. Die x-Achse verlduft waagerecht, die y-Achse zeigt vertikal nach oben:

H

Y
Lettun
Y. T - g_
g
T
//""
— }
X

a) Nehmen Sie vereinfachend an, dass die Leitung durch die Schwerkraft zwischen T und H in Form
einer Parabel durchhéngt. Berechnen Sie die Gleichung der Parabel p, wenn bekannt ist, dass die
Leitung auf den oberen Mast B mit einer Steigung von 0,195 trifft.

Zur Kontrolle: p(x) I R 27

5000 200
b) Das ansteigende Geldnde, d. h. die Verbindungslinie zwischen den FuBpunkten der Masten, lasst
sich durch eine Gerade g beschreiben.
Berechnen Sie die Gleichung dieser Geraden g.
Zeigen Sie, dass an der Stelle x = 100 die Leitung dem Erdboden in vertikaler Richtung am nichs-
ten kommt, d. h. dort ist das Minimum von p(X)—g(Xx) .

Ermitteln Sie aulerdem die entsprechenden Koordinaten der Punkte F auf der Parabel und G auf
dem ansteigenden Gelénde, in welchen dieser vertikale Abstand minimal ist und geben Sie diesen
Abstand an.

c) Es gibt Punkte auf dem ansteigenden Gelénde, deren Abstand zu F kleiner als ‘%‘ ist.

Begriinden Sie, dass der Punkt K auf der Geraden, der unter diesen Punkten den kleinsten Abstand
zu F hat, auf der Geraden durch F liegt, die den Graphen von g senkrecht schneidet.
Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes K und den Abstand von K zu F.

d) Im Aufgabenteil c) ist von dem Punkt F ausgegangen worden, der den vertikal kleinsten Abstand
zur Geraden g hat. Nun soll der global kiirzeste Abstand von Punkten der Parabel und Punkten der
Geraden untersucht werden.

Begriinden Sie die Aussage: Der Punkt der Parabel mit dem global kiirzesten Abstand zur Geraden
g hat die gleiche Steigung (beziiglich der Parabel) wie die Gerade g.

Untersuchen Sie, ob der Punkt F sogar der Punkt ist, der den global kiirzesten Abstand zur Gera-
den g hat.
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| I |1
a) | Ansatz fiir die Parabelgleichung: p(x)=ax’ +bx+c. Dannist p'(x)=2ax+b.
p verlauft durch die Punkte A(0]|27) und B(200(42); zusitzlich gilt
p’(200)=0,195 =
200
Einsetzen der bekannten Daten liefert:
p(0)=a-0*+b-0+c=27 1)
p(200) =a-200* +b-200+c= 42 )
0/(200) = 2a-200+b=0,195 = > 3)
200
Aus (1) folgt sofort c=27.
200-(3)—(2) ergibt
a-200° —-27=39-42
a-200° =24
a=i=i=o,0006
40000 5000
Wird dieses Ergebnis in (2) eingesetzt, erhélt man:
232 -200% +b-200+27 =42
24+b-200=15
b-200=-9
b= 0 —0,045.
200
Insgesamt folgt damit: p(x)= 3 x> — 2 X+27=0,0006X> —0,045x+ 27 .
5000 200 20
b) | Die Gerade verlduft durch die Punkte C(0[0) und D(200]|15), ist also eine
. . 15 3
Ursprungsgerade mit der Steigung ——. Also g(X)=—x=0,075x.
200 40
Gesucht ist der Minimalwert von h(x) = p( X) -dg ( X) .
Fiir x= 0 und x= 200 haben p und g die gleiche Differenz von 27. Die quadrati-
sche Differenzfunktion h hat also ihre Symmetrieachse damit ihr Minimum in
der Mitte bei xc =100.
Andere (wenn auch weniger elegante) Lésungen sind natdrlich zuléssig, z.B.
3 24
Gesucht ist der Minimalwert von h(X)= p(X)-g(X)=—x> ——x+27.
( ) p( ) g( ) 5000 200
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Zuordnung,
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| 1T |10
Aus h'(x.)=0 erhalt man h’(xE)zixE - _0.D.h.
2500 200
3 24
—_ XE = —
2500 200
24 2
x. = . 2% _100.
200 3
In den Punkten F (100 p(100))=F (100[28,5) und G(100|g(100)) =
G(100|7,5) kommt die Hochspannungsleitung dem Erdboden am nichsten.
Der minimale vertikale Abstand betrigt also 21 m.
Grafische Darstellung (nicht gefordert):
Ay
457
40t
35t
301 F
257
207
157
10t *
K
G
51
XA
20 60 100 140 180 220 "
15| 20
¢) | Sei K der Schnittpunkt der Geraden durch F, die g senkrecht schneidet, mit g.
Sei L#K ein weiterer Punkt auf g. Dann bilden die Punkte L, K und F ein
rechtwinkliges Dreieck. LF als Hypotenuse ist immer ldnger als die Kathete
KF . Damit ist die Behauptung gezeigt.
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Zuordnung,
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I | II | IO

L dsungsskizze

Die Verbindungslinie von F und G steht nach Konstruktion nicht senkrecht auf
g. Also ist G nicht der gesuchte Punkt.

Eine Gerade, die senkrecht auf dem Graphen von ¢ steht, hat als Steigung den
40

negativen Kehrwert der Steigung von g, also —— = —13,3. AuBerdem weill man,
3

dass sie durch den Punkt F verléutft.
Sei | die gesuchte Gerade. Dann gilt also (,,Punkt-Steigungs-Form®):

|(X)228’5_ﬂ.(x_1oo)=—ﬂx+M=—ﬂx+136li.
3 3 6 3 6

Andere Variante;

Sei | die gesuchte Gerade. Durch Einsetzen erhélt man:
[(100) = —?-100+ f =28,5.Und esergibt sich

f =28,5 +?-1oo:%: 1361%z1361,8. Man erhalt also

I(x)=—ﬂx+1361§.
3 6

Die x-Koordinate des Schnittpunkts der Graphen von g und | erhélt man durch
Gleichsetzen der Funktionsgleichungen:

g(x)=1(x)
3 y-_3%, 8176
40" 3 6
1609 8176
120" 6
_8176 120
6 1609
163520

609

=101,63.

Durch Einsetzung in die Funktionsgleichung von g erhélt man als Koordinaten

von K: (101ﬂ 7%Jz(101,63|7,62).
1609 | 1609

Der Abstand von F zu K kann nach dem Satz des Pythagoras berechnet werden:

. 2 2
IFK]| = \/[28,5—7ﬂ] +(100—101ﬂ]
1609 1609
~J(28,5-7,62)" +(100-101,63)’
~20,94.,

Der minimale Abstand eines Punktes auf der Geraden g zum Punkt F betrégt
etwa 20,9 m. 15 ] 10
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d) | Wie wir in ¢) begriindet haben, ist der ¥
kiirzeste Abstand von g zu einem Punkt L
P auf der Parabel die Lénge des Lotes 0
von P auf g. Also ist — wie man der g o
Skizze entnimmt — der gesuchte global ~— {® st
kiirzeste Abstand von g zu Punkten auf Re—

der Leitung (der Parabel) der Abstand ol
von g zu dem Beriihrpunkt einer zu ¢
parallelen Tangenten an die Parabel.

Alter native Begriindung:

Der Punkt der Parabel, der den global
kiirzesten Abstand zur Geraden hat,
verdndert sich nicht, wenn man die Gerade parallel verschiebt. Verschiebt man
die Gerade nun so parallel, dass die verschobene Gerade die Parabel beriihrt, so
ist der Beriihrpunkt sicherlich der Punkt mit dem kiirzesten Abstand. Damit die
verschobene Gerade die Parabel nur beriihrt, muss sie in dem entsprechenden
Punkt Tangente zur Parabel sein. Insbesondere hat sie die gleiche Steigung wie
der Beriihrpunkt beziiglich der Parabel.

LT & 11 1En 2nn

Es ist also diejenige Stelle X, zu berechnen, fiir die gilt:

’ _i —q
IO(X1)—40 (=9'(x))d.h.

B3 2.3
2500 200 40
3 9 15 24
)(1 = + =
2500 200 200 200
_ 242500
200 3

Da F die x-Koordinate 100 hat, ist F sogar der Punkt, der global den kleinsten
Abstand zur Geraden g hat. 10 | 10

=100

Insgesamt 100 BWE | 35| 45 | 20
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[.3 e-Funktion

Gegeben ist die Funktion f durch

d)

f(x)=x-e+1, xeR

Berechnen Sie die Extrem- und Wendepunkte von f.
Begriinden Sie, dass f keine Nullstellen besitzt.

Bestimmen Sie, wie sich f fiir X — —e und fiir X— e verhilt.
Zeichnen Sie den Graphen von f im Intervall [-6; 1,5] in ein Koordinatensystem ein
(1 LE =2 cm).

Bestimmen Sie die Konstante ke R so, dass die folgende Funktion Fy eine Stammfunktion von f
ergibt.

F(X)=€e(x-k)+x, xeR,
Hinweis zum Weiterrechnen: k = 1. Reines Einsetzen und Uberprifen ist hier aber kein zulassiger
Ldsungsweg.

Zeigen Sie, dass die Flache zwischen dem Graphen von f und der x-Achse im Intervall [0;1] den
Flacheninhalt 2 FE hat.

Es gibt Ursprungsgeraden, die die Fliche aus d) in zwei Teile zerlegen.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung einer Ursprungsgeraden, fiir die die Flacheninhalte der

beiden Teilflachen im Verhéltnis 2:3 stehen.

Die Punkte (00), (1/0) und (u| f(u)) mit ue R
bilden ein Dreieck.

Ermitteln Sie den Wert von u, fiir den der
Flacheninhalt des Dreiecks extremal wird.
Bestimmen Sie die Art der Extremstelle.

Dreteck

-0.5 0.5 1
Beigpiel fir ein Dreieck mit u= -0,5

Ma2-GKLM-AT Seite 16 von 38
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III

a) | Benotigt werden die Funktion und ihre Ableitungen:
f(x)=x-e+1

f'(X)=€'+x-€ =(x+1)-€*

f/(X)=€+(x+1)-& =(x+2)-€&

f7(X) =€ +(X+2)-€ =(x+3)-€&

f(X)=0 (X+1)-€ =0 x=-1, da € >0 fiir alle xe R.
Einsetzen dieser Stelle in die zweite Ableitung ergibt:

f”(~1) = e '>0, d. h. der Graph von f besitzt nur den Tiefpunkt

(=1|—e™" +1) = (=1]0,63) und keine weiteren Extrempunkte.

f'(X)=0 (x+2)-€ =0 x=-2,da €>0fiiralle xe R.
Einsetzen dieser Stelle in die dritte Ableitung ergibt:
f”(=2) =e7*>0.

den Wendepunkt (-2|-2e7 +1)=(=2]0,73).

tiv ist, besitzt f keine Nullstellen.

Die Nullstellen der ersten Ableitung sind moglichen Extremstellen:

Die Nullstellen der zweiten Ableitung sind mogliche Wendestellen:

Da die dritte Ableitung an dieser Stelle ungleich 0 ist, besitzt der Graph von f

Da es keine weiteren lokalen Extremwerte gibt, das Minimum von f aber posi-

15

15

b) | lim f(x)=1, denn €*

iberwiegt jede Potenz-
funktion.
lim f (X) =oo, denn es

X—>o0
gilt lime" = und

X—>o0

limX=co.

X—>o0

10

10

Ma2-GKLM-AT
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©) Damit Fy eine Stammfunktion von f ergibt, muss gelten: Fk/(x) = f(X). Man
erhalt:
R (0)=f(x)
ex-k)+e +1=x-e"+1
X-€-k-e+e"+1=x-€"+1
e -k-e=0
(1-k)-€ =0
k=1.
F; mit F,(X) =e*(x—1)+ X ist also eine Stammfunktion von f. 10| 5
d) |Dafim Intervall von 0 bis 1 positiv ist, ldsst sich der gesuchte Flacheninhalt als
Integral iiber f bestimmen..
1
1 X 1
A= f(9dx=[F,(x)], =[ e (x-1)+ x| =1-(-n=2.
0
Der Flacheninhalt betrégt also 2 FE. 10
e) | Aus der Zeichnung entnimmt man, dass die gesuchte Gerade im Intervall [0; 1]
unterhalb des Graphen von f verlaufen muss. Daher geniigt es, den Flidchenin-
halt der Dreiecksfliche unter der Geraden g mit g (X) =C- X zu berechnen und
gleich - A bzw. 2- A zu setzen, um die Geradensteigung C zu erhalten.
Die Dreiecksflache A, hat (nach der
Flachenformel fiir das Dreieck) den
Flicheninhalt A ==.
2
Weiterhin gilt
A=2-2=%bzw. A=1-2=¢.
l.;c=% & c=16.
2.1c=% & a=24.
Die Geraden g; und g, mit den Funkti-
onsgleichungen
g,(X) =1,6X bzw.
g,(X) =2,4X
teilen also die Fldche in dem geforder-
ten Verhéltnis. 10| 5
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f) |Das beschriebene Dreieck hat eine Grundlinie der Lange 1 mit zugehdriger Ho-
he der Lange f(u). Der Flacheninhalt des Dreiecks berechnet sich somit zu
F,(u) =4 f(u). Da f nur genau ein relatives Extremum, ndmlich das Minimum
an der Stelle X = —1, besitzt, hat auch F, dort seine Minimalstelle.
Fiir U = —1 wird der Fldcheninhalt des Dreiecks minimal. 10
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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1.1 Pyramide

Gegeben sei eine Pyramide mit dreieckiger Grundseite. Sie hat die Eckpunkte A(3 | 0] 0), B(0 |4 | 0),
C(0|0|0)undD(1|§ |9).

a) Zeichnen Sie die Pyramide ABCD in das beigefiigte Koordinatensystem ein (s. Anlage).

b) Beschreiben Sie die Ebene E, die durch die Punkte A, B und C aufgespannt wird und geben Sie die
Koordinatengleichung dieser Ebene an.

¢) Geben Sie von den sechs Kanten der Pyramide jeweils deren Mittelpunkte an und bezeichnen Sie
diese mit M 5, M 5. usw.

d) In der Pyramide ABCD sind mehrere Paare von Kanten windschief zueinander.

Nennen Sie diese Paare windschiefer Kanten.

Bestimmen Sie die Gleichungen der Verbindungsgeraden je zweier Mittelpunkte (M ,; usw.)

windschiefer Kanten.

Zeichnen Sie diese drei Geraden in das Koordinatensystem mit ein.

Zeigen Sie, dass sich diese drei Verbindungsgeraden im Punkt S(l | g | %j schneiden.

e) Bestimmen Sie den Projektionspunkt S; von S auf die Ebene E und zeigen Sie, dass S; die
Strecke CM ,; im Verhdltnis 2:1 teilt.

f) Durch den Punkt Sverlduft die zu E parallele Ebene E*. Bestimmen Sie, welchen Anteil am Ge-
samtvolumen der Pyramide ABCD die Pyramide ,,oberhalb“ von E* hat.

Ma2-GKLM-AT Seite 20 von 38
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a) | Korrekturhinweis:
Im Anschluss an den Erwartungsho- Mo
rizont dieser Aufgabe ist eine Ko- "D
piervorlage in Originalgrof3e beige- 1\
flgt. /
| \
1] \
1]
|
|
[
/AN
/
/ VIc
|
[
M. R [
Ay
&
s
[ 2]
[ A
IMZARIN
/ IR
/ 7
/ o’ g
AR ;
e TR
/ | —
N M 5
b) |Eistdie x-x,-Ebene, da X, jeweils gleich 0 ist.
Daraus folgt sofort die Koordinatengleichung X; = 0. 5
c) 2
M 5 =(1,5|2|0), M e =(1,5|0|0), My = 2|§|4,5 , Mgc =(0|2|0),
2
I\/IBD =(075|§|455j9 IVICD =(0,5|_|475j
3 3 10
d)

Paare windschiefer Kanten: {A_B | ﬁ} , {E | ﬁ} , {E | E}

g, sei die Verbindungsgerade von M ,; und M,
g, sei die Verbindungsgerade von M .. und M,
g, sei die Verbindungsgerade von M. und M ;.

1,5 _i 1,5 _81 0 ,
g,:x=| 2 |+r- - , 0y ix=| 0 [+s:| = |, gy:x=|2]|+t- -3 , mit
0 4.5 0 4.5 0
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Durch Gleichsetzen von g; und g, erhilt man das folgende Gleichungssystem:
LL5-r=15-s
2- 4 r= 8 S
3 3
4,5r =4,5s.
Aus der ersten oder der dritten Gleichung folgt, dass r = S gilt. Aus der zweiten
Formel folgt: r = l Diesen Wert fiir r in die Geradengleichung fiir g, eingestzt
2
. . 4.9
ergibt den Schnittpunkt S(l |—| —) .
34
Zu zeigen ist noch, dass Sauch auf g, liegt. Zu betrachten ist das Gleichungs-
system:
0+2t=1 Q)
4 4
2——t=— I
3173 D
9. 9
O+—t=— I
2 4 (tm)
. . . .
Aus Gleichung (I) folgt t = 3 Dieses in (II) und (IIT) eingesetzt
. 41 4 1 . . .
ergibt2 ——-—=— und 2.1 = 2 . Beides sind wahre Aussagen, also liegt S
32 3 22 4
auch auf g, und ist somit gemeinsamer Schnittpunkt aller drei Geraden. 5 | 35
e) . : . . 4
Da S inder X -X,-Ebene liegt, hat S. die Koordinaten | 1|—{0 |.
3
Die Verbindungsgerade von C und Mag hat die Gleichung
3
0 2 5
X={0|+k| 2|, keR.Setztman k= 3 so erhilt man, dass S: auf der Ver-
0 0
bindungsgeraden von C und Mpg liegt.
4 2
1-0) +|=-0| 2
G \/( >(3j 3_2
Weiterhin gilt: = ===—,
SM 2 (4 : é 1
(1-1,5)" +| —-2 6
3 10 | 10
Ma2-GKLM-AT Seite 23 von 38



Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, Technische Gymnasien
Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2006

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung
[ | II|1I
f) |Das Volumen der groen Pyramide lésst sich berechnen durch
1 11
vV, .. =—-G-h=—-—-a-b-h,
Pyramide 3 32
wobei a die Linge von CA, b die Lénge der Strecke CB und h die Hohe der
Pyramide ist. Das Volumen der Pyramide oberhalb von E" berechnet sich durch
1 11 : 3
Veyarige == G"h'==-—-a"b"h" mit h=9 und h'=(9-2,25)=6,75=—-h.
3 32 4
: . .3 .3
Nach dem zweiten Strahlensatz gilt dann auch a'= Za und b'= Zb.
1 1 ' ' '
V o 7.7.a.b.h 3 3 27
Insgesamt ergibt sich Pramide’ _ 3 2 = (—) =—.
Pyramide lla b-h 4 64
32
Das Volumen der kleinen Pyramide nimmt also 22 vom Volumen der grofien
Pyramide ein. 10 | 10
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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Ax
/N

)

N
~—

—
—
b
e
4 —-’7'-\
"

\
—
SN

N
P
-
7

\
\
\ \
/ \ Y \
/ N\
4 N \
y “ \\
I A 32
/ byt \ P _—
N 2T
YEAC 1 /.’//’
/ A ,// I'VIAR
/ V4 "
—
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F D
A
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1.2 Wasserturm

Im flachen Texas soll in einer kleinen Stadt ein neuer Wasserturm gebaut werden. Der Behilter (Tank)
fiir das Wasser hat die Form einer regelmaBigen Doppelpyramide (eines Oktaeders), d. h. alle Kanten
sind gleich lang und haben die Linge 15 m (sieche Abbildung 1 in der Anlage). Die Doppelpyramide
steht auf der Spitze, ihre Raumdiagonale verlduft also vertikal.

Aus hydrodynamischen Griinden muss sich alles Wasser im Tank mindestens 12 Meter iiber der Ebene
befinden: Die untere Spitze U liegt also 12 Meter liber dem Boden.

Der Tank ist auf vier geraden, vertikalen Streben aufgestellt, die jeweils einen der seitlichen Eckpunk-
te der Doppelpyramide senkrecht mit dem Boden verbinden. Die FuBpunkte befinden sich auf den
Koordinatenachsen.

Die Zeichnung in der Anlage gibt die Situation nicht maBstabsgetreu wieder.

Gehen Sie fiir diese Aufgabe davon aus, dass die Tankwand sehr diinn ist und als Ausschnitt von Ebe-
nen idealisiert werden kann. Ebenso konnen die Streben als Strecken idealisiert werden.

Legen Sie den Ursprung Ihres Koordinatensystems in den Punkt, in dem die senkrechte Symmetrie-
achse den Boden trifft.

a) Berechnen Sie die Lange der horizontalen Diagonalen (z. B. die Lénge der Strecke ﬁ ).

Bestimmen Sie die Raumhohe der Doppelpyramide.
Hinweis zum Weiterrechnen: Die Raumhohe betragt ca. 21,21 m.

b) Berechnen Sie die Koordinaten aller sechs Eckpunkte der Doppelpyramide.
Hinweis zum Weiterrechnen: Die Koordinaten des Punktes P, sind ungeféhr (10,61|0|22,61).

¢) An der oberen Spitze der Doppelpyramide ist ein 8 m langer, vertikaler Blitzableiter angebracht.
An seinem oberen Ende befindet sich ein Rundumlicht im Punkt R.
Berechnen Sie die Hohe, in der sich das Rundumlicht befindet, und geben Sie die Koordinaten des
Punktes Ran.
Das Rundumlicht kann als punktformige Lichtquelle aufgefasst werden. Der Punkt P, wirft einen
Schatten bzgl. des Lichts, das von dem Rundumlicht ausgeht.
Bestimmen Sie die Koordinaten dieses Schattenpunktes auf dem Boden.
Begriinden Sie, dass der Schatten des Tanks, den das Rundumlicht auf den Boden wirft, ein Quad-
rat bildet, und bestimmen Sie dessen Seitenldnge.

d) Das zentrale Wasserauslaufrohr ist zylinderférmig mit einem Durchmesser von 32 ¢cm und ermog-
licht eine Stromungsgeschwindigkeit des Wassers von 2 m/s.
Weisen Sie nach, dass pro Sekunde 0,1608 m* Wasser aus dem Tank flielen.
Bestimmen Sie, wie lange es unter diesen Bedingungen dauern wiirde, bis alles Wasser aus dem
urspriinglich vollen Tank ausgeflossen wére (nachlassender Druck bei sinkendem Wasserspiegel
bleibt unberiicksichtigt).

e) Zusitzlich zu den vier vertikalen Streben gibt es vom obersten Punkt O des Tanks vier gerade
Streben durch den Tank auf den Boden. Diese vier Fupunkte bilden auf dem Boden ein Quadrat,
sodass sich die vier FuBBpunkte der vertikalen Streben genau in der Mitte der Seiten befinden (siehe
Abbildung 2 in der Anlage) .

Bestimmen Sie die Koordinaten der vier Fulpunkte der schriagen Streben.
Zeigen Sie, dass die schrigen Streben eine Lange von etwa 36,44 m aufweisen.
Ermitteln Sie den Winkel, unter dem die Streben auf den Boden aufkommen.
Bestimmen Sie die Lange des Stiicks der Streben, die sich im Tank befinden.
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Abbildung 1

(Rechts mit Rundumlicht R)
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In der Doppelpyramide sind alle Kanten gleich lang. Die horizontale Quer-
schnittsflache ist ein Quadrat. Also folgt mit dem Satz von Pythagoras fiir die

Diagonale d: d* =15 +15* =2-15° . Damit gilt: d =15-4/2 =21,21.

Die Doppelpyramide bzw. der Oktaeder ist laut Aufgabenstellung ,,regelméfig®,
also muss die Raumhdhe ebenso grof} sein wie die Diagonale. Mit anderen Wor-
ten, ein Schnitt durch den Oktaeder in Richtung z.B. der X;-X;-Ebene ergibt
ebenfalls ein Quadrat mit der Kantenldnge 15 m. Deshalb ist die Raumhohe

ebenfalls 15- \/E m.

b)

Aus der Aufgabenstellung folgt fiir den untersten Punkt U, dass er die Koordina-
ten (0] 0| 12) hat, denn der unterste Punkt soll 12 m hoch liegen.
Der Punkt O liegt vertikal iiber U, und er liegt (siche gegebenes Resultat aus a))

15-+/2 m héher.
Also hat O die Koordinaten (0 | O | 12+\/5~15)= (0]0]33,213).

Die Punkte P, bis P, weisen alle dieselbe Hohe auf, sie liegen in der halben Ho-
he zwischen U und O. Somit haben sie eine X;-Koordinate von

X, =12+7,52 = 22,607.
Ihr Abstand von der X;-Achse ist jeweils die Hélfte der Diagonalen des Quer-
schnittsquadrats, also 7,5-\/5 =10,61.

Somit folgt, da die Punkte ,iiber” den Koordinatenachsen der X;-%-Ebene lie-
gen:

P (7.5v210[12+7,5v2) = R(10,61/0|22,61),
P (0]7,5v2[12+7,5v2) = P,(0]10,61| 22,61),
P, (~7,5v2(0[12+7,5v2) =~ P,(~10,61]0] 22,61) ,
P, (0]-7,5v2|12+7,5v2) = P, (0|-10,61]22,61) .

15

Die Hohe setzt sich zusammen aus dem Abstand der unteren Spitze des Tanks
vom Boden, der Raumdiagonale des Oktaeders und der Lénge des Blitzableiters.

Mit dem Linge der Raumdiagonalen d =15- V2 ergibt sich die Hohe zu
h=12+15-V2 +8=41,21.

Das Rundumlicht ist also in einer Hohe von etwa 41,2 m angebracht und die
Koordinaten des Punktes Rsind (0]0]20+15- \/5) =(0]|0]41,21).

Die Gerade durch den Punkt Rund den Eckpunkt P, ergibt sich zu:
0 7,5:42-0
X= 0 +k- 0-0 bzw.

20+15-2 (12+7,52) - (20+15-42)
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0 7,542
X= 0 +k- 0 :
20+15-4/2 —8-7.5-2
Gesucht ist der Schnittpunkt der Geraden mit der Grundebene.
Es ist also 20+ 15'\/5 +k- (—8— 7,5'\/5) =02zu losen. Es ergibt sich

20+415-42

—8-7,5-2
0+k-7,5- V2 = 23,49 hat. Also hat der Schattenpunkt von P; ungeféhr die
Koordinaten (23,49(0|0).

k= =2,21, sodass der Schattenpunkt die X;-Koordinate von

Korrekturhinweis: Dieses Ergebnis erhdlt man bei Bericksichtigung aller TR-
Sellen von k. Mit dem gerundeten Wert 2,21 ergibt sich 23,44.

Aus der Rechnung bzw. auch aus Symmetriegriinden folgt, dass der Schatten-
punkt auf der x;-Achse liegt. Ebenfalls aus Symmetriegriinden folgt, dass auch
die Schattenpunkte der anderen Punkte P,, P; und P, auf den Koordinatenachsen
liegen mit jeweils dem gleichen Abstand zur X;-Achse. Also bildet der Schatten
ein Quadrat auf dem Boden.

Nach dem Satz von Pythagoras hat eine Kante etwa die Lénge

23,4942 =33,22.
Das Schattenquadrat hat also etwa die Kantenldnge 33,22 m.

5125

d)

Das Rohr ist zylindrisch.

Durch das Rohr koénnen damit pro Sekunde 7-0,162-2=0,1608...m°> Wasser
strOmen.

Fiir das Volumen des Oktaeders gilt (siche Formelsammlung):
\Y} =ga3 ~1590,990... m’.
Damit befinden sich im vollen Tank ca. 1591 m?® Wasser.

V2

-3
7-0,16%-2

15°

Esist t, = =9891.

Also betrégt die Entleerungszeit t, etwa 9891 s bzw. etwa 23 Stunden.

15

Sei B, der FuBBpunkt zwischen P; und P,. Dann hat B, aufgrund der Konstruktion
die Koordinaten (7,5-+/2]7,5-7/210)=(10,61|10,61|0). Entsprechend erhlt
man die anderen Punkte:

Bz(—7,5-\/§ | 7,5~\/§ |0)=(-10,61[10,61]0),

B,(=7,5-/2-7,5-/20) = (-10,61|-10,61| 0) und

B, (7,532 | -7,5-7/2]0) = (10,61]| -10,61|0).
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Der Abstand von O z. B. zu B, berechnet sich damit durch
\/(7,5-\5)2 +(7.542) +(12+15-42) =36,44.

Eine schrige Strebe ist also etwa 36,44 m lang.

Um den Winkel zu bestimmen, muss nicht mit dem Skalarprodukt gerechnet
werden. Es geniigt, das Dreieck B;ON zu betrachten, wobei N der Koordinaten-
ursprung ist. Aus

ON| _ 1241542 _12+15-\2
BN \/(7,5-ﬁ)2+(7,5-ﬁ)2+0 15

folgt o = 65,7°.

tan(«) = =2,2142...

Um die Lénge des Strebenteils im Tank zu berechnen, braucht man den Durch-
stoBungspunkt zwischen Strebe und Auflenwand.
Die Strebe durch den Punkt B ldsst sich als Gerade mit dem Aufpunkt O und

dem Richtungsvektor OB, durch

0 7,520
g:;(z 0 +k- 7,5-x/§—0 ,ke R darstellen.

12+15-42 0—(12+15-J§)

Die AuBlenwand lisst sich als Ebene mit dem Aufpunkt U und den Richtungs-
vektoren LTR und U—P2 folgendermallen darstellen:

0 (7.5-v2)-0 0-0
E:x=| 0 |+I- 0-0 +m (7542)-0 | meR.
12) | (12+7.5-42)-12 (12+7,5-42)-12
Durch Gleichsetzen der beiden Gleichungen erhilt man das folgende Glei-
chungssystem:
k-(7,5-ﬁ):|-(7,5-ﬁ) )
k'(7,5-\/5)=m~(7,5~\/§) 2)

1241542 k- (12+15:42)=1241-(7,5:42)+ m:(7,542)  (3)

Aus (1) und (2) folgt: k=1=m.
In (3) eingesetzt:

1542 k(124152 =k+(7.5-v2) + k+(7.5:42) .
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15:2 =k-(12+30-+2)
= 5V2 03807 030,
124302
Dieses k ist zugleich der Faktor, mit dem man die bereits berechnete Linge von
6§1 multiplizieren muss, um die gesuchte Lange der Strebe innerhalb des
Tanks zu erhalten: 0,3897-36,44 =14,20.
Andere (umsténdlichere) Variante:
Dieses kK wird z. B. in die Geradengleichung eingesetzt und man erhalt
0 5 7.5-42 4,13
15-~/2
0 + 1253—0\/5 . 7, 5 . \/5 = 4, 1 3
+ .
124152 —12-15-4/2 ] (20,27

Der Schnittpunkt & der Ebene E mit der Geraden g hat die (gerundeten) Koor-
dinaten (4,13(4,13]20,27).
Der Abstand ‘OSE‘ ergibt sich etwa zu
\/4,132 +4,13% +(20,27-33,21)" = /201,64 =14,20.
Die Liange der im Tank befindlichen Strebe betrégt also etwa 14,20 m. 10 | 20

Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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1.1 Lehrstellen

Viele Unternehmen sind nicht nur an der Steigerung ihrer Umsétze interessiert, sie sind sich auch ihrer
Verantwortung fiir die Jugendlichen bewusst. 67 Hamburger Betriebe haben es sich zum Ziel gesetzt,
die Quote der Hauptschiiler, die nach dem Ende der Schule direkt in die betriebliche Ausbildung {iber-
nommen werden, zu erhohen. Innerhalb von vier Jahren ist es offenbar gelungen, die Ausbildungsquo-
te der Hauptschiiler von zehn auf zwanzig Prozent zu erhéhen.

Gehen Sie zunéchst von der Voraussetzung aus, dass die Rahmenbedingungen, die zu der Quote von
20 % gefiihrt haben, im Jahr 2006 unveréndert bleiben. Gehen Sie auflerdem davon aus, dass die mog-
liche Anzahl X von Hauptschulabgéngern, die zu Beginn des folgenden Schuljahres eine Lehrstelle
haben, binomialverteilt ist.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von
e 15 Hauptschiilern genau 3,
e 25 Hauptschiilern mehr als 5,
e 50 Hauptschiilern hochstens 5 direkt in die Lehre gehen.

b) Verschiedene Presseartikel und Rundfunkmeldungen behaupten, dass sich die Rahmenbedingungen
geédndert haben.

Leiten Sie eine Entscheidungsregel her, mit der ggf. begriindet werden kann, dass sich die Rah-
menbedingungen gedndert haben, mit der also die Nullhypothese ,,Die Rahmenbedingungen ge-
wihrleisten, dass ein Hauptschiiler mit einer Wahrscheinlichkeit von 20 % einen Ausbildungsplatz
bekommt* getestet werden kann. Dabei soll die Irrtumswahrscheinlichkeit dafiir, dass man zu Un-
recht eine Verschlechterung oder eine Verbesserung annimmt, jeweils maximal 5 % betragen.
Gehen Sie fiir das Jahr 2006 von 3700 Schulabgéngern mit Hauptschulabschluss aus.

Interpretieren Sie nach Ihrer Entscheidungsregel das mogliche Ergebnis, dass von diesen 3700
Hauptschiilern nur 720 eine Lehrstelle bekommen.

Im folgenden Aufgabenteil geht es darum, die Annahme, dass die Zufallsgro3e X binomialverteilt ist,
zu hinterfragen.

¢) Beschreiben Sie eine Situation, in der keine Binomialverteilung vorliegt, und begriinden Sie, wa-
rum dies der Fall ist.

Der Otto-Konzern bildet derzeit 268 Lehrlinge aus. Gehen Sie davon aus, dass alle ihre Abschlussprii-
fungen bestehen und eine Stelle im Unternehmen bekommen kénnen. Gehen Sie ferner von einer jéhr-
lichen Fluktuationsrate (Zahl der Austritte, bezogen auf den Personalbestand ohne Ruhesténdler) von
9 % aus.

d) Bestimmen Sie, wie viele der 268 Auszubildenden danach voraussichtlich ihr 25. Betriebsjubildum
beim Otto-Konzern begehen werden.

Verlidsst ein Arbeitnehmer das Unternehmen und muss deshalb ein neuer Mitarbeiter eingearbeitet
werden, so entstehen dem Unternehmen zusétzliche Kosten fiir die Einarbeitung. Gehen Sie davon
aus, dass dann pro Arbeitsplatz im Durchschnitt Kosten in Héhe von 20 000 € entstehen. Deshalb ist
es im Interesse des Unternehmens, die Fluktuationsrate moglichst zu senken. Zusétzliche soziale Leis-
tungen wie Betriebskindergirten und Sportangebote konnen dazu beitragen, dass Arbeitnehmer im
Unternehmen bleiben.

Die Firmenleitung eines Konzerns mit ca. 50 000 Arbeitnehmern wie der Otto-Konzern {iberlegt, ob
zusétzlich 2 Millionen Euro jéhrlich fiir soziale Leistungen bereitgestellt werden sollen.

e) Bestimmen Sie, um wie viel Prozentpunkte die Fluktuationsrate sinken miisste, damit nicht nur die
2 Millionen Euro an zusitzlichen Ausgaben, sondern noch eine weitere Million Euro, insgesamt al-
so 3 Millionen Euro, an Einarbeitungskosten eingespart werden.
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a) |Sei X, die Anzahl der Schiiler die aus insgesamt n Hauptschulabgéngern eine
Lehrstelle gefunden haben. X ist binomialverteilt mit p=0,2.

n n—
Mithilfe der Formel P(X =k) =(kj - p -(1 - p) “ oder mit den Tabellen zur

Binomialverteilung erhélt man.

15
e n=15: Mit der Formel erhilt man P(X =3) :( ; J-O,Z3 .0,8"2=0,2501.

Die Wabhrscheinlichkeit, dass genau 3 von 15 Hautschulabgéngern eine
Lehrstelle erhalten, betrigt etwa 25 %.

e n = 25: Mithilfe der Tafel fiir summierte Binomialverteilungen erhilt man:
P(X,s>5)=1-P(X,,<5)=1-0,6167=0,3833.
Die Wahrscheinlichkeit, dass von 25 Hauptschulabgéngern mehr als 5 eine
Lehrstelle erhalten, betrigt etwa 38 %.

e n=50: P(X<5)=0,0480.

Die Wahrscheinlichkeit, dass von 50 Hauptschulabgéngern weniger als 5 di-
rekt eine Lehrstelle erhalten, betrdgt etwa 5 %. 15

b) |e Fiir eine binomialverteilte ZufallsgroBe gilt, falls ¢ > 3:

u=E(X)=n-p , o= n-p-(1-p).

Fiir n=3700 und p=0,2 ergibt sich: u =740 , 0=592 =243 .
Es handelt sich um einen zweiseitigen Test.

P(u—1,640 < X< u+1,640) = 90%.

Wegen o -1.64=39,9 wird H, verworfen, wenn X >780 oder wenn
X <700.

Auch wenn in der Aufgabenstellung ausdr ticklich die Irrtumswahrschein-
lichkeiten bel signifikanten Abweichungen nach oben und nach unten ,, je-
weils maximal 5 %" betragen sollen, liegt eine andere Inter pretation den-
noch nahe, die auch alsrichtig bewertet werden sollte, namlich dass die Irr-
tumswahrscheinlichkeit 1. Art insgesamt kleiner als 5 % sein sollte. Danach
miisste wie folgt gerechnet werden:

Da 0>3,gilt: P(4-1,960< X < u+1,960)=95%.

Wegen 0-1,96 = 47,7, wird Hy verworfen, wenn X > 788 oder wenn
X<692.

e 720 liegt nicht im Ablehnungsbereich von Hy, es gibt keinen Anlass, Hy zu
verwerfen.
Die Abweichung von u nach unten kann rein zuféllig sein. Andererseits be-
weist dieses Ergebnis nicht, dass Hy wahr ist. 10| 15 | 15
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c) | Es bietet sich an, die Unabhéngigkeit zu hinterfragen. Setzt sich z.B. eine Schule
oder eine Lehrkraft besonders ein und gelingt es, Schiilerinnen und Schiilern gut
zu beraten, ihnen ihren Fahigkeiten entsprechende Ausbildungsgénge zu emp-
fehlen, konnen erste Erfolge auch andere aus der Klasse anspornen.

Umgekehrt konnen Misserfolge in den ersten Bewerbungen auch andere ,,nach
unten ziehen und evtl. davon abhalten, sich iiberhaupt um eine Lehrstelle zu
bemiihen.

Hinweis: Eswird eine ,, ergebnisoffene” , zusammenhangende Darstellung er-
wartet. 15

d) | Verlassen jahrlich im Durchschnitt 9 % der Beschiftigten den Betrieb, so wer-
den von diesen 268 Personen voraussichtlich nach 25 Jahren noch 268-0,91% =
25 im Konzern geblieben sein.

Auch Lésungen, in denen die Ausbildungszeiten, also 2 oder 3 Jahre, berlick-
sichtigt werden, sind mit voller Punktzahl zu bewerten. 10

e) |Betrigt die Fluktuationsrate 9 %, so entstehen dem Unternehmen jéhrliche Kos-
ten ungefahr in Hohe von 0,09-50 000-20 000 € =90 000 000 €.

Sinkt die Fluktuationsrate um einen Prozentpunkt, so fiihrt dies zu einer Kosten-
ersparnis in Hohe von 10 000 000 €. Sollen 3 Millionen Euro eingespart werden,
so wird dies bereits mit einer Senkung der Fluktuationsrate um 0,3 Prozentpunk-
te erreicht. 10 | 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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1.2 Mediale Begabung

Eine ideale Miinze wird 10-mal geworfen. Ideal heif3t, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Werfen von
Wappen oder Zahl jeweils 0,5 ist.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir die folgenden drei Ereignisse:
e Esist wird genau fiinf Mal Wappen geworfen.
e Es ergibt sich hochstens sechs Mal Zahl.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,Beim ersten Wurf wird Wappen gewor-
fen, danach kommt noch genau vier Mal Wappen®.

b) Was ist wahrscheinlicher: Bei zehn Wiirfen 5-mal Wappen oder bei zwanzig Wiirfen 10-mal Wap-
pen? Begriinden Sie die Antwort.

Bei einer Fernsehshow geht es um die Frage, ob es ,,mediale Begabung* gibt.

Um diese Begabungen zu entdecken, wird in der Show vor den 100 Zuschauern im Studio eine Miinze
10-mal verdeckt geworfen. Jeder Zuschauer kann einen 10er-Tipp als Vorhersage abgeben. Der Mode-
rator bezeichnet eine Person als ,,medial begabt®, die in ihrer Vorhersage, also bei ihrem 10er-Tipp,
mindestens 8 Treffer hat. (Ein solcher 10er-Tipp kann z.B. sein: Zahl, Wappen, Wappen, Zahl, Wap-
pen, Zahl, Zahl, Wappen, Wappen, Zahl.)

c) Berechnen Sie — unter der Annahme, dass es eine solche Begabung iiberhaupt nicht gibt — die Zahl
,medial Begabter, die bei diesem Versuch zu erwarten sind.

d) Ein Zuschauer behauptet: ,,Die Wahrscheinlichkeit, dass bei diesem Versuch mindestens einer der
Zuschauer als ,,medial begabt™ gilt, liegt bei fast 100 %, auch wenn es gar keine mediale Begabung
gibt.*

Entscheiden Sie, ob diese Aussage richtig ist.

Nach der Werbepause wird bei der Fernsehshow ein Zuschauer ausgelost und auf die Bithne gebeten.
Wieder soll eine Miinze 10-mal verdeckt geworfen werden und der Zuschauer soll seinen Tipp abge-
ben. Die Frage, ob eine mediale Begabung vorliegt, soll mit Hilfe eines Signifikanztests auf dem Sig-
nifikanzniveau von 5 % entschieden werden. Ublicherweise geht ja jeder davon aus, dass es keine
solche ,,mediale Begabung* gibt, dass also die Wahrscheinlichkeit, den einzelnen Miinzwurf richtig
vorherzusehen, bei der Ratewahrscheinlichkeit p=0,5 liegt.

Die Nullhypothese Hy soll deshalb lauten: p=0,5.
e) Begriinden Sie, warum eine Wahrscheinlichkeit p kleiner als 0,5 nicht sinnvoll ist.

f) Bestimmen Sie fiir den beschriebenen (einseitigen) Test die Vorhersageergebnisse (den Ableh-
nungsbereich), bei denen die Nullhypothese abgelehnt wird.

g) Als unvoreingenommener Beobachter kann man sich aber dennoch fragen: ,,Was wire, wenn die
Testperson eine Trefferwahrscheinlichkeit von p > 0,5 hitte?*

Wir verwenden ,,Mindestens neun Treffer als Ablehnungsbereich, also als Bereich zur Bestéti-
gung der ,,medialen Begabung™.
Bestimmen Sie fiir p= 0,6 und fiir p= 0,8 jeweils die Wahrscheinlichkeit P, ,, mit der die Testper-

son dennoch (zu Unrecht) nicht als ,,medial begabt* eingeschétzt wird (Fehler 2. Art).
Dieser Zusammenhang soll auch fiir beliebiges p funktional dargestellt werden: P, ,,, = P A, (P) -

Weisen Sie nach, dass gilt: P, ,,(p)=9-p'° —10-p’ +1.
Berechnen Sie dann auch P, ,, (1) und interpretieren Sie die drei berechneten Werte fiir P, ,,,(P).
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a) | Es sei X die Anzahl der geworfenen Wappen. X ist binomialverteilt mit p=0,5.
Mithilfe der Tafel zur Binomialverteilung oder der entsprechenden Formel erhilt
man:

10 s )
P(X=5)= 5 -0,5°-0,5" =0,2461=25%.

Die Wahrscheinlichkeit, beim 10-maligem Werfen genau fiinf Mal Wappen zu
erhalten, betrigt etwa 25 %.

Hochstens 6-mal Zahl bedeutet : P(X <6) ist zu berechnen. Mit Hilfe der Tafel
zur Binomialverteilung erhélt man: P(X <6)=0,83.

Man kann auch ,,zu Fu3* rechnen, dann aber besser {iber das Gegenereignis:
P(X<6)=1-P(X >6)

10 10 10 10
+ + +
7 8 9 10
= 1 - 210
_120+45+10+1 =5_320’83‘
1024 64
Die Wahrscheinlichkeit, bei 10 Wiirfen héchstens 6-mal Zahl zu erhalten, be-

tragt etwa 83 %.

Die Wahrscheinlichkeit, im ersten Wurf Wappen zu erhalten, betrit 50 %. Da-
nach wird noch 9 Mal geworfen. Es ist also weiterhin die Wahrscheinlichkeit zu
bestimmen, in 9 Wiirfen genau 4-mal Wappen zu erhalten. Beide Ergebnisse
werden im Sinne von Wahrscheinlichkeiten von unabhingigen Ereignissen mul-
tipliziert.

P("Wappen, danach 4 Mal Wappen") =0,5-P(X, =4)=0,5-0,2461=0,123.

Die Wahrscheinlichkeit, im ersten Wurf Wappen und danach genau 4 Mal Wap-
pen zu erhalten, betrdgt etwa 12 %. 10| 5

b) | Beide Versuche (zehn- bzw. zwanzigstufige Bernoulli-Kette) werden durch eine
Binomialverteilung beschrieben. Man kann die Wahrscheinlichkeiten der beiden
Ereignisse entweder direkt ausrechnen, was im zweiten Fall relativ aufwéndig
ist, oder qualitativ argumentieren: Die hier symmetrische Binomialverteilung
wird mit wachsendem n , flacher* auch in der Mitte.

Die Gesamtwahrscheinlichkeit Eins verteilt sich auf immer mehr Ausgénge.
Also ist die Wahrscheinlichkeit, bei 20 Wiirfen 10-mal Wappen zu werfen, ge-
ringer als bei 10 Wiirfen 5-mal Wappen zu werfen.

(Dies widerspricht scheinbar einem ,,Gesetz der groBen Zahl.) 10
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¢) |Esistdie P(X >8)zu bestimmen. Mithilfe der Tafel zur Binomialverteilung
oder der entsprechenden Formel erhilt man:
10 o (10 o (10 10
P(X>8)= -0,57 4+ -0,57 + -0,57 =1-0,9453=10,0547 .
8 9 10
Die Wahrscheinlichkeit, als ,,medial begabt* zu gelten, ist damit etwa 5,5 %.
Bei 100 Zuschauern sind also 5 bis 6 solche ,,medial Begabte zu erwarten. 10
d) | Hier sollte iiber das Gegenereignis G: ,,Unter den 100 Zuschauern hat niemand
mindestens acht Richtige bei seinem Tipp“ gerechnet werden:
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Zuschauer, nicht als ,,medial begabt® zu gel-
ten, ist 1 —0,0547 . Die Wahrscheinlichkeit, dass bei 100 Zuschauern keiner als
»~medial begabt* gilt, ist (1—0, 0547)' ~0,0036 . Also ist die Wahrscheinlich-
keit, dass (mindestens) einer als ,,medial begabt™ gilt 1 — 0,0036 = 0,9964. Diese
Zahl von 99,64% kann mit gutem Recht im Kontext als ,,fast 100 % interpre-
tiert werden, der Zuschauer hat also Recht. 15
e) | Wahrscheinlichkeiten unterhalb von 0,5 bedeuten ,,schlechter als reines Raten
und machen bei der Suche nach ,,medialer Begabung* keinen Sinn. (Es sei denn,
medial Begabte wollen den Moderator hereinlegen!) 5
f) |Es ist die kleinste ganze Zahl M zu finden, sodass P(X > M) <0,05 gilt. Wie-
der mithilfe der Tafel findet man:
P(X>9)=1-P(X <8)=1-0.9893=0,0107 und
P(X>8)=1-P(X<7)=1-0.9453=0,0547
Also ist M gleich 9 und der Ablehnungsbereich besteht aus allen Ergebnissen,
bei denen 9 oder 10 richtige Tipps abgegeben werden. 15
g) | Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art berechnet sich durch
10 _
S
ke A
Das ergibt hier
10 0 . (10 0
P At (0,6)=1— -0,6°-0,4 — -0,6"7 = 0,954 bzw.
9 10
10 0 . (10 "
P At (0,8)=1~- -0,8-0,2" — -0,8" =0,624 .
' 9 10
Verallgemeinert man, wie anfangs gegeben, diese Rechnung, so erhilt man
P (p)=1 10} 1-p) 10
2.Art p - 9 p p 10 p
=1-10p’(1- p)- p"
=9p" -10p° +1,
wie gefordert.
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Einsetzen liefert P, ,,(1)=0.
Die drei Ergebnisse machen deutlich, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art
umso kleiner ist, je deutlicher (gréBer) die mediale Begabung ist. Die Versuchs-
anzahl von 10 ist aber so gering, dass eine immerhin deutliche mediale Bega-
bung (p = 0,6) mit iiber 95% er Wahrscheinlichkeit nicht als signifikant erkannt
wird. Auch fiir p = 0,8 ist der Wert mit ca. 62 % noch sehr hoch.
Wenn andererseits der Kandidat sicher vorhersagen kann ( p=1), dann gibt er
immer einen Tipp mit 10 Richtigen ab. Ein Fehler 2. Art kann dann gar nicht
auftreten. 10 | 20
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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