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Freie und Hansestadt Hamburg
Behorde fur Bildung und Sport

Schriftliche Abiturprufung
Schuljahr 2004/2005

Grundkurs Mathematik

Wirtschaftsgymnasien

Aufgabensatz - ZWEITTERMIN

Unterlagen fur die Lehrerinnen und Lehrer

Diese Unterlagen sind nicht fur die Pruflinge bestimmit.

Diese Unterlagen enthalten:

1 Allgemeines

2 Hinweise fiir die Auswahl der Aufgaben
3 Hinweise zum Korrekturverfahren
4

Aufgaben, Erwartungshorizonte und die Bewertung fiir jede Aufgabe

1 Allgemeines
e Weisen Sie bitte die Schiilerinnen und Schiiler auf die allgemeinen Arbeitshinweise am Anfang
der Schiilermaterialien hin.

e Die Schiilerinnen und Schiiler kennzeichnen ihre Unterlagen nur mit der Kursnummer und ihrer
Schiilernummer, nicht mit ihrem Namen.

e Die Arbeitszeit betrdgt 270 Minuten einschlieBlich Lesezeit.

e FErlaubte Hilfsmittel: Nichtprogrammierbarer Taschenrechner, Formelsammlung ,,Das grofle Ta-
felwerk interaktiv®, Cornelsen-Verlag, Operatorenliste, Rechtschreiblexikon.
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Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

2 Aufgabenauswahl

e Sie erhalten sieben Aufgaben — 1.1, 1.2, 1.3 (Analysis) und II.1, 1.2 (Lineare Algebra / Analytische
Geometrie) und llI.1, 1.2 (Stochastik).

e Sie wihlen genau drei Aufgaben aus genau den zwei Sachgebieten | und Il oder | und Ill aus
und reichen diese an die Schiilerinnen und Schiiler weiter.

e Sie tiberpriifen gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern die Vollstandigkeit der Arbeitsun-
terlagen.

e Die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten drei Aufgaben.

e Sie vermerken auf der Reinschrift, welche Aufgabe sie bearbeitet haben.

3 Korrekturverfahren

e Die Korrekturen werden geméf der ,,Richtlinie fiir die Korrektur und Bewertung der Priifungsleis-
tungen im schriftlichen Teil der Abiturpriifung* vorgenommen.

e Die Bewertung und Benotung der Arbeiten wird auf einem gesonderten Blatt vorgenommen, siche
Anlagen Bewertungsbogen fiir die Erst- und die Zweitkorrektur (s. Anlagen S. 4 und 5).

e Nach der Erstkorrektur werden die Schiilerarbeiten komplett kopiert.
e Die Kopien verbleiben zusammen mit den Bewertungsbogen in der Schule.

e Die Originale der Schiilerarbeiten werden zusammen mit dem Bewertungsbogen fiir die Zweitkor-
rektur und einer Kursliste, die nur die Schiillernummern enthalten darf, sowie einem Exemplar der
Lehrermaterialien zu einem Packchen gepackt.

e Zuden Zeitvorgaben, Warnmeldungen und dem weiteren Verlauf des Verfahrens siche den ,,Ab-
laufplan fiir die Durchfiihrung der schriftlichen Priifungen*.

Bei der Korrektur der Schiilerarbeiten kann es auf Grund von unterschiedlichen didaktischen Konzep-
ten oder Verkiirzungen auf Grund von Verabredungen zu unterschiedlichen Bewertungen von Schiiler-
leistungen kommen, insbesondere im formalen Bereich. Bisher lieBen sich solche unterschiedlichen
Sichtweisen im Gesprich zwischen Referent und Korreferent klaren.

Im Abitur mit zentralen Anteilen ist eine solche Kldrung wegen des anonymisierten Korrekturverfah-
rens nicht moglich. Deshalb ist insbesondere auf Seiten des Korreferenten ein sensibles Vorgehen
gefordert. Auch wenn der Korreferent eine andere Korrektheit von seinen Schiilerinnen und Schiilern
fordern wiirde, sollte er darauf achten, ob der Referent bei seinen Korrekturen durchgéngig anders
verfahren ist. Es gilt der Grundsatz, dass die Schiilerinnen und Schiiler durch unterschiedliche Sicht-
weisen im formalen Bereich nicht benachteiligt werden diirfen.

Die Losungsskizzen in den Erwartungshorizonten zu den einzelnen Aufgaben geben Hinweise auf die
erwarteten Schiilerleistungen. Oft sind aber verschiedene Losungsvarianten mdglich, die in der Skizze
nur zum Teil beschrieben werden konnten. Grundsétzlich gilt deshalb, dass alle Varianten, die zu rich-
tigen Losungen fithren, mit voller Punktzahl bewertet werden, unabhingig davon, ob die gewéhlte
Variante in der Losungsskizze aufgefiihrt ist oder nicht.
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4 Aufgaben, Erwartungshorizonte und Bewertungen

Erwartungshorizont:

Kursiv gedruckte Passagen sind Hinweise an die korrigierenden Lehrkréifte. Sie sind nicht Bestandtei-
le der erwarteten Schiilerleistung.

Bewertung:

Jeder Aufgabe sind 100 Bewertungseinheiten (BWE) zugeordnet, insgesamt sind also 300 BWE
erreichbar. Bei der Festlegung von Notenpunkten gilt die folgende Tabelle.

Bewertungs- Erbrachte Notenpunkte Bewertungs- Erbrachte Notenpunkte
einheiten Leistung einheiten Leistung
>285 295 % 15 > 165 >55% 7
>270 290 % 14 >150 >50% 6
>255 >85% 13 >135 >45% 5
>240 >80 % 12 >120 =40 % 4
>225 =75 % 11 > 99 >233% 3
>210 =70 % 10 > 78 >26% 2
>195 >65% > 57 >19% 1
>180 =60 % 8 < 57 <19% 0

Die Note ,,ausreichend* (5 Punkte) wird erteilt, wenn annihernd die Hilfte (mindestens 45 %) der
erwarteten Gesamtleistung erbracht worden ist. Dazu muss mindestens eine Teilaufgabe, die Anforde-
rungen im Bereich II aufweist, vollstdndig und weitgehend richtig bearbeitet werden.

Die Note ,,gut” (11 Punkte) wird erteilt, wenn annihernd vier Fiinftel (mindestens 75 %) der erwar-
teten Gesamtleistung erbracht worden sind. Dabei muss die Priifungsleistung in ihrer Gliederung, in
der Gedankenfiihrung, in der Anwendung fachmethodischer Verfahren sowie in der fachsprachlichen
Artikulation den Anforderungen voll entsprechen. Ein mit ,,gut* beurteiltes Priifungsergebnis setzt
voraus, dass neben Leistungen in den Anforderungsbereichen I und II auch Leistungen im Anforde-
rungsbereich 111 erbracht werden.

Bei erheblichen Méngeln in der sprachlichen Richtigkeit sind bei der Bewertung der schriftlichen Prii-
fungsleistung je nach Schwere und Haufigkeit der VerstdBe bis zu drei Notenpunkte abzuziehen. Dazu
gehoren auch Méngel in der Gliederung, Fehler in der Fachsprache, Ungenauigkeiten in Zeichnungen
sowie falsche Beziige zwischen Zeichnungen und Text.
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ANALYSIS 1

.1 Vier ganzrationale Funktionen

Gegeben sind die ganzrationalen Funktionen £ und £, mit

fir)=—=*+x* und fo(x)=-2x*+4x*> mitxe R

sowie ihre grafische Darstellung (s. Anlage).

a) Bestimmen Sie fiir beide Funktionen rechnerisch die Extremstellen und die Wendestellen.
Geben Sie an, welcher Graph (s. Anlage) zu welcher Funktion gehdrt.

b) Berechnen Sie alle Schnittpunkte der Graphen von f; und £, und ermitteln Sie das Maf} der von den
Graphen eingeschlossenen Fléche.

¢) Die in b) betrachtete Flache liegt teilweise oberhalb und teilweise unterhalb der x-Achse.
Bestimmen Sie den prozentualen Anteil der Fldche, die oberhalb der x-Achse liegt.

d) Eine weitere Funktion dritten Grades wird gesucht. Sie soll f; heiflen, Nullstellen bei 0 und 3 und
Extremstellen bei 0 und 2 haben. Auflerdem soll diese Funktion an der Stelle 1 den Funktionswert
6 haben.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von f;'.

Hinweis:

Sie kénnen aus den Funktionsgleichungen von f; und f; eine Vermutung tiber den Funktionsterm
von f; anstellen und die angegebenen Daten bestdtigen. Sie kénnen aber auch aus den zu f; ge-
machten Angaben die Koeffizienten der Funktion dritten Grades bestimmen.

e) Die Funktionsterme von f;, > und f; haben Gemeinsamkeiten, d.h. die Nummerierung taucht in
einer bestimmten Systematik in den Funktionstermen auf.
Bestimmen Sie unter Einbeziehung dieser Gemeinsamkeiten die Gleichung einer Funktion fs, die
ebenfalls eine ganzrationale Funktion dritten Grades ist.

Aus den einzelnen Funktionstermen kann man jeweils die Lage der Nullstellen, der Extremstellen
und der Wendestelle des zugehorigen Graphen direkt ablesen.
Bestimmen Sie — ohne Begriindung — die Nullstellen, die Extremstellen und die Wendestelle von f.
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Anlage zu Aufgabe ,,Vier ganzrationale Funktionen®:

-10
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Erwartungshorizont
Zuordnung,
o . Bewertung
Losungsskizze
I | III

a) | Bestimmung der Extrem- und Wendestellen von fi:

Esgilt: £ (x)=-3x2+2x, f (x)=—6x+2, f (x)=-6.

Die Nullstellen der 1. Ableitung sind 0 und % .

Aus der Grafik bzw. mit Hilfe der 2. Ableitung ( fl”(O) =2+#0 und

f1” (3)=-2#0) folgt, dass f; die Extremstellen 0 und % hat.

Hinweis: Es ist zuldssig, mit Hilfe der grafischen Darstellung zu argumentieren.
Die Angabe der Koordinaten von Hoch- bzw. Tiefpunkt ist nicht gefordert.

Die Nullstelle der 2. Ableitung ist %

Aus der Grafik bzw. mit Hilfe der 3. Ableitung ( f,”’ (x)=—6#0) folgt, dass f;

die Wendestelle % hat.

Bestimmung der Extrem- und Wendestellen von £:

Bsgilt: £,/ (x)=—62+8x, f;'(0) =—12x+8, £, (x)=-12.

Die Nullstellen der 1. Ableitung sind 0 und % .

Aus der Grafik bzw. mit Hilfe der 2. Ableitung ( fz” (0)=8+0 und

fz” (3)=-8#0) folgt, dass f; die Extremstellen 0 und g hat.
Die Nullstelle der 2. Ableitung ist % . Aus der Grafik bzw. mit Hilfe der 3. Ab-

leitung ( f,” (x)=—12#0) folgt, dass f; die Wendestelle % hat.

Zuordnung der Graphen:

Der im Intervall ]—00;3[ oberhalb verlaufende Graph ist der der Funktion £.

Hier kommt es nur auf die Zuordnung der Funktionen zu ihren Graphen an.
Dabher sind auch weniger prdzise Formulierungen (z.B. ,,der Graph oben gehért
zu f>*) zugelassen.
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Zuordnung,
Bewertung
Losungsskizze
I | I |10
\ X
) ™\
\ ‘Nﬁ
\ ]
-1 1 }\
ﬁ.‘ \
-4
) \ \
_8 \
-10
A
b) | Bestimmung der Schnittpunkte:
fix)=fx) & FP+x* =-2+4* & x¥*-3x* =0
© x=0v x=3.
Es gilt 1(0)=£(0)=0 und fi(3)=/£(3)=-18.
Die Graphen von f; und f; schneiden sich in den Punkten S;(0 | 0) und S,(3 | —13).
Bestimmung des Flachenmales:
Eine Stammfunktion zu (f; — f;)(x) = —x> + 3x* ist F mit F(x) = Lot
4
Es gilt also:
3 3
1 1 2
A= |[(£,(0)=fi(x)dx| = [——x4 +x3} =‘—8—+27—0‘ =2 _6,75.
0 4 of 14 4 10| 10
¢) | Man kann beispielsweise den Inhalt der Fliache oberhalb der x-Achse als Diffe-
renz zweier Integrale berechnen. Die Integrationsgrenzen sind die aus der grafi-
schen Darstellung (s. Anlage) abzulesenden Nullstellen.
2 1
4 =|[ fiyax||[ fix)dx
0 0
r 4 2 1 1
=[ -0,5x" +—x3} - |:—0,25x4 +—x3}
L 34 3
=[-8+ 32 |1 + 1
3 4 3
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Zuordnung,
Bewertung
Losungsskizze
I | I |10
_8_ 1
Y312
3
12
Betragsstriche sind hier nicht zwingend erforderlich, da die Graphen in dem
Jjeweils betrachteten Intervall oberhalb der x-Achse verlaufen.
Anteil der Flache an der Gesamtfliche:
A A= 212222 0,3827...
12 4 81
Der Anteil der oberhalb der x-Achse liegenden Fliche an der Gesamtflache be-
tragt ca. 38,3 %. 15 | 10
d) | 1. Variante:
Der Vergleich der Funktionsterme von f; und f; legt die Vermutung nahe:
fi(x)==3x" +9x°.
Die explizite Angabe der gemeinsamen ,,Form* durch f,(x)=—k-x’ + k- x*,
k > 0, wird nicht verlangt.
(1) Nullstellenbei Ound 3:  f;(0)=0 istklar, /;(3)=-3-27+9-9=0
(2) Extremstellen bei 0 und 2: f;(x) =-9x> +18x
£70)=0 istklar, £, (2)=-9-4+18-2=0
3) f(1)=-3+9=6,
was zu zeigen war.
2. Variante:
Umgekehrt lassen sich die Koeffizienten von f,(x) =ax’ +bx’ +cx+d aus den
genannten Bedingungen ermitteln:
(1) £(0)=0 = d=0,
(2 £70)=0 = ¢=0,
3) 3)=0 = 27a+9b=0,
@ f(1)=6 = a+b=6.
Gleichung (4’) b = 6 — a eingesetzt in (3) ergibt 27a + 9(6 —a) = 0 und a = 3.
Damit ist 5 =9.
Die Gleichung der Funktion lautet: f;(x)=-3x"+9x°. 15
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Zuordnung,
Bewertung
Losungsskizze
I | II | III
e) | Man kann aus den Ergebnissen von a) und den Angaben in d) folgern:
fi(x)==5x"+25x,
Nullstellen 0 und 5,
Extremstellen 0 und 2 5= 10 ,
3 3
5
Wendestelle —.
3 10
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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ANALYSIS 2

.2 Molkerei

Die Molkerei Meier hat die Rezeptur eines Joghurts mit der neuen Geschmacksrichtung ,,Apfelbeere*
entwickelt. Fiir die Produktion dieses Joghurts geht die Molkerei von einem s-formigen Kurvenverlauf
der Kostenfunktion aus, die der Produktionsmenge x die Gesamtkosten y zuordnet.

Die Fixkosten betragen 400 Geldeinheiten (GE). Auflerdem ist bekannt, dass der Graph der Kosten-
funktion einen Wendepunkt in (10 | 700) aufweist und die Wendetangente die Gleichung

t,(x)=20x+500 hat. Die Kapazititsgrenze fiir dieses Produkt liegt bei 50 Mengeneinheiten (ME).
Eine Marktanalyse hat ergeben, dass das Produkt in dieser Menge vollstindig verkauft werden kann.

Hinweis: Alle zu skizzierenden Graphen sind in einem Koordinatensystem darzustellen. Wiihlen Sie
dabei als Mapstab fiir die Ordinate 500 GE 2 Jcem, fiir die Abszisse 5 ME = 1 cm.

a)

b)

d)

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der ,,einfachsten* Kostenfunktion K. Benutzen Sie dazu
die oben gemachten Angaben. Geben Sie den 6konomisch sinnvollen Definitionsbereich an.

Die Molkerei erwartet einen Erlos von 70 GE je ME. Bestimmen Sie die Erlosfunktion £ und zei-
gen Sie, dass die Gewinnfunktion G die Gleichung G(x) = E(x)— K (x) =-0,1x’ +3x” +20x — 400
hat.

Skizzieren Sie die Graphen der Kostenfunktion K und der Erlosfunktion .

Die Gewinnschwelle liegt bei 10 ME. Bestimmen Sie die Gewinngrenze.

Bestimmen Sie die Produktionsmenge, fiir die sich der maximale Gewinn ergibt, und berechnen
Sie diesen.

Ein Mitglied der Geschéftsleitung schligt vor, durch eine Reduzierung des Preises die Nachfrage
zu steigern und mit erh6htem Absatz den Gewinn des Unternehmens zu steigern.

Beurteilen Sie diesen Vorschlag unter Beriicksichtigung der oben genannten Modellannahmen.

Zeitgleich ist eine zweite Molkerei mit diesem neuen Produkt und einem Dumpingpreis auf den
Markt gekommen. Nun iiberlegt man bei der Molkerei Meier, wie man wirtschaftlich vertretbar
reagieren soll. Dabei ermittelt ein Abteilungsleiter der Molkerei Meier richtig, dass der niedrigste
verlustfreie Preis 50 GE je ME betrégt.

Skizzieren Sie den Graphen der entsprechenden Erlosfunktion E,., und ermitteln Sie, wie viele
Mengeneinheiten bei diesem Preis nur noch produziert und abgesetzt werden diirfen, damit kein
Verlust entsteht.
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Erwartungshorizont
Zuordnung,
Bewertung
Losungsskizze
| 1T |10
a) | Kostenfunktion:

Die ,.einfachste ganzrationale Funktion, die den gegebenen Bedingungen ge-

niigt, ist eine Funktion dritten Grades.

K(x)=ax’ +bx* +cx+d

K'(x)=3ax’ +2bx+c

K’(x)=6ax+2b

fixe Kosten: 400 GE d =400

Wendepunkt (10 | 700) K(10)=700

K’(10)=0

Wendetangente ¢,,(x) = 20x + 500 K’(10)=20

Daraus ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

1000a +1005 +10c + 400 =700

300a+ 206+ ¢ =20
60a+ 2b =0

mit den Losungen: a=0,1, b=-3, ¢=50und d =400,

also K(x)=0,1x" —3x* +50x + 400

Man kann zur Ermittlung der Kostenfunktion auch ausnutzen, dass eine Ent-

wicklung um den Wendepunkt moglich ist.

Definitionsbereich: D = [0;50] 10 | 20

b)

Erlésfunktion: E(x) = 70x

Gewinnfunktion:
G(x)=E(x)-K(x), also

G(x)=70x—(0,1x" —3x” + 50x + 400)
=—-0,1x" +3x” +20x — 400

Skizze am Ende der Musterlosung

Gewinngrenze: Schnittstelle von Erlos- und Kostenfunktion bzw. Nullstelle der
Gewinnfunktion

Eine Losung ist mit x = 10 (Gewinnschwelle) gegeben, die anderen Losungen
lassen sich durch Polynomdivision bzw. mit dem Horner Schema ermitteln:

—0,1-(x* =30x” —200x +4000) = —0,1- (x —10) - (x* — 20x — 400)
x> —20x—400=0
ergibt x=10++/500 =~ 32,36
oder x=10—/500¢ D
Die Gewinngrenze liegt bei 32,36 ME.
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Zuordnung,
Bewertung

Losungsskizze
I | II | I

Maximaler Gewinn: G'(x)=0A G"(x)<0
G'(x)=-0,3x" +6x+20
G”(x)=—0,6x+6

—-0,3x> +6x+20=0 ergibt

x=10+ "% 22,91
3

oder x=10— ﬂez_fD
3

G"(22,91)=-0,6-22,91+6<0
G(22,91) = 430,33GE.

Bei einer Produktion von ca. 22,9 ME wird ein maximaler Gewinn von ca.
430,33 GE erzielt. 10 | 35

c¢) |In dem angenommenen Modell handelt es sich bei der Erlosfunktion um eine
lineare Funktion, die Steigung dieser Funktion entspricht dem Preis pro ME,
dieser ist konstant und unabhéngig von der Produktionsmenge x.

Hier kann u.a. wie folgt argumentiert werden: Da die Produktion bei ca. 22,9 ME
zu einem optimalen Gewinn fiihrt, wiirde jede Verdnderung des Verkaufspreises

auch die absetzbare Menge verédndern und eine Verringerung des Gewinns bewir- 10
ken.

d) | 1. Losungsvariante (iiber die Steigung der Erldsfunktion):

Der geforderte Preis entspricht der Steigung der Erlosfunktion. Da es sich hier
um den niedrigsten Preis handelt, der gerade die Gesamtkosten deckt, kann die
Steigung so lange verringert werden, bis aus der Sekante eine Tangente gewor-
den ist. Damit entspricht der Preis dem Wert der ersten Ableitung von K an der
Stelle 20.

K'(20)=50

Bei einer Produktion von 20 ME deckt ein Mindestpreis von 50 GE die Gesamt-
kosten. Damit ist die Aussage des Abteilungsleiters bestétigt.

2. Losungsvariante (liber das Stiickkostenminimum; der Mindestpreis muss das
Minimum der Kosten pro ME abdecken):

Funktion der Stiickkosten: k(x)=0,1x* —3x+50+ 400
X
Berechnung des Stiickkostenminimums:
4
k'(x)=0: 0,2x-3— 020 =0
X

0,2x* —3x* —400=0
X =15x*=2000=0
(x—20)(x*> +5x+100)=0
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Zuordnung,
Bewertung
Losungsskizze
I | I |10
Die Gleichung hat genau eine reelle Losung, ndmlich x = 20.
k() =0,2+22 > 0 fiir alle x > 0.
K
Mindestpreis £(20) = 40 — 60 + 50 + 20 = 50.
Bei einer Produktions- bzw. Absatzmenge von 20 ME deckt ein Mindestpreis von
50 GE die Gesamtkosten. Damit ist die Aussage des Abteilungsleiters bestétigt.
3. Losungsvariante (liber den Beriihrpunkt der Graphen von K und E):
Die Steigung des Graphen der Erlosfunktion entspricht in diesem Sachkontext
dem Preis pro ME. Bei x = 20 beriihren sich die Graphen von K und E.
K(20) = 0,1-8000—3-400+50-20+400 = 1000.
Der Graph der Erlosfunktion geht also durch den Punkt (20 | 1000) und hat da-
mit die Steigung % = 50. Dieser Wert entspricht dem gesuchten Mindestpreis.
Bei einer Produktions- bzw. Absatzmenge von 20 ME deckt ein Mindestpreis von
50 GE die Gesamtkosten. Damit ist die Aussage des Abteilungsleiters bestétigt. 5 110
Skizze
8000 - :
Geldeinheiten
7500 - :
J00a -
+
6500 - : e
6000 -
5500 -
5000 -
4500 -
4000 -
3500 -
2000 -
2500 -
2000 - Fran
1500 - {firr sufed)
Mengeneinheiten
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
—500 . . . . . . . .
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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ANALYSIS 3
.3 Bevolkerungsentwicklung

In einer Kleinstadt hat der einzige grofle industrielle Arbeitgeber sein Werk geschlossen. Daraufthin
ziehen viele qualifizierte Arbeitskrdfte mit ihren Familien aus dieser Kleinstadt weg. Die Politiker
versuchen durch Schaffung von Arbeitsplédtzen in anderen Bereichen langfristig neue Bewohner zu
gewinnen. Es dauert allerdings eine gewisse Zeit, bis diese MaBnahme erste Erfolge zeigt.

Die Statistiker tragen die Einwohnerzahl regelméBig in eine Grafik ein, wobei die Einteilung der
x-Achse in Jahrzehnten erfolgt und die der y-Achse in zehntausend Einwohner.

Es liegt ein Arbeitsblatt mit der Grafik fiir die ersten drei Jahrzehnte nach SchlieBung des Werkes bei.

a) Beschreiben Sie den Graphen im Hinblick auf folgende Fragen:
Wie viele Einwohner hatte die Kleinstadt bei SchlieBung des Werkes?
Wie hat sich die Einwohnerzahl im Laufe der Zeit entwickelt?

Die aufgezeichnete Kurve ist Teil des Graphen der Funktion f mit

f(x)==5¢""" +6e7" +6.

b) Untersuchen Sie die Funktion f auf Extrempunkte.

Hinweis: Die Gleichung f’(x)=0 ist dquivalent zu der Gleichung ¢ ">* =7,2-¢7* und damit
auch dquivalent zu der Gleichung —0,5x =1n(7,2) —3x.

¢) Untersuchen Sie die Funktion fauf Wendestellen.
(Verwenden Sie zur Berechnung die in b) vorgestellte Methode).

d) Interpretieren Sie die Bedeutung des Extremwertes und die Bedeutung der Wendestelle im Sachzu-
sammenhang der Aufgabe.

e) Bestimmen Sie £ so, dass F mit
F(x)=10-¢ %" +k-e>* +6x

eine Stammfunktion von f ist.

Bestimmen Sie das Integral von f tiber dem Intervall [0; 1,5].

Mit diesem Wert sollen Sie folgende Aufgabe bearbeiten:

15 Jahre nach der WerkschlieBung konnte die Stadt Fordergelder beantragen. Diese richteten sich
nach der durchschnittlichen Einwohnerzahl (auf Tausend gerundet) der Stadt in diesen 15 Jahren.
Bestimmen Sie die Hohe der Fordermittel, die die Stadt damals erhielt, wenn es fiir jeden Einwoh-
ner 1000 DM an Fordergeldern gab.

f) Skizzieren Sie den weiteren Verlauf des Graphen (s. Anlage) und geben Sie eine begriindete Prog-
nose iiber die weitere Entwicklung der Einwohnerzahl ab, unter der Bedingung, dass sie weiterhin
der Funktion f gentigt.

Ermitteln Sie die groftmogliche Einwohnerzahl, mit der unter diesen Bedingungen die Stadtent-
wickler rechnen miissten.
Beschreiben Sie Griinde, warum sich die Einwohnerzahl vermutlich anders entwickeln wird.
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Anlage zur Aufgabe ,,Bevolkerungsentwicklung*“:

1A e
\ | 7
N~

er
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Erwartungshorizont

Losungsskizze é‘;ﬁxﬁi
| I |1
a) | Zum Zeitpunkt der WerksschlieBung hat die Kleinstadt ca. 70.000 Einwohner,
danach nimmt die Einwohnerzahl stark ab, das Minimum wird nach ca. 8 Jahren
erreicht, danach steigt sie langsam wieder an. 5110
b) | Untersuchung auf Extrempunkte:
f(x)=2,5¢"" —18¢™"
f(x)=0: 2,5¢" 187" =0 & 2,5¢ " =18e™"
(Rechnung erst ab hier erwartet) < e =72e
< —0,5x=In7,2-3x
= 2,5x=In7,2
e x=272-07896...
2,5
Der Grafik kann entnommen werden, dass f an dieser Stelle ein Minimum hat.
Der Nachweis kann aber auch iiber die 2. Ableitung erfolgen:
B ’S'In 7,2 73Aln 7,2
I o 1250 2 454e 25 >0,
2,5
Berechnung des Funktionswertes an der Minimalstelle:
—0,5~1n 7,2 _3Aln 7,2
f[ln ”j ——5¢ 25 46e 5 +6=3,10.
2,5
fhatin 7(0,79 | 3,19) ein Minimum. 10| 15
¢) | Untersuchung auf Wendestellen:
f7(x)=-1,25¢""" + 547
f7(x)=0,625¢" —162¢™*
f(x)=0: —1,25¢ " +54e™ =0 & 1,25¢" =54 < e =432
In43,2
0,5x=In43,2-3x & 2,5v=Ind3,2 o x= 2y 5.
Der Grafik kann entnommen werden, dass f an dieser Stelle eine Wendestelle
hat. Der Nachweis kann aber auch iiber die 3. Ableitung erfolgen:
f7(1,5)#0.
Die Funktion f'hat die Wendestelle (gerundet) bei 1,5. 15
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung

I | II|III

d) | Der Tiefpunkt gibt den Zeitpunkt mit der geringsten Einwohnerzahl und die
dazugehorige Einwohnerzahl an. (Nach ca. 8 Jahren hat die Einwohnerzahl mit
etwa 32.000 Einwohnern ihr Minimum erreicht. Danach stieg sie wieder an.)

An der Wendestelle steigt die Einwohnerzahl am stérksten. (Nach ca. 15 Jahren
hat das Bevolkerungswachstum seinen Hohepunkt erreicht.)

Die Klammerpassagen werden von den Priiflingen nicht erwartet. 10

©) | F(x)=10-¢ ™ +k-e>* +6x
F'(x)==5¢"" =3k-e7* +6
f(x)==5¢""" +6e7 +6

Vergleich der Koeffizienten von F’ und f:
Aus -3k =6 folgt k=-2.

Danach gilt: F(x)=10-¢"> —2.¢7" +6x.

Berechnung des Integrals:

1,5
[ £@) dv=[10e" —2¢™ +6x] " =4,724-0,022+9-10+2=5,70
0

Letzter Zwischenschritt nicht verlangt, da die Rechenschritte méglicherweise auf
dem Taschenrechner gespeichert waren.

Berechnung der durchschnittlichen Einwohnerzahl in diesen 15 Jahren:
5,70
L5
Dies entspricht einer durchschnittlichen Einwohnerzahl von etwa 38.000.

=3,80.

Die Stadt erhielt Fordermittel in Hohe von etwa 38 Millionen DM. 51 15
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Losungsskizze %gg?;ﬁi’
I | II | III
f)

Unter diesen Bedingungen wiirde die Einwohnerzahl immer langsamer steigen
und nie den Wert von 60000 Einwohnern tibersteigen. Dies erhélt man aus der
Funktionsvorschrift.
Die Einwohnerzahl wird sich wohl anders entwickeln, da z.B. weitere Firmen
erdffnen oder schlieBen konnten, die Alterspyramide sich auswirkt oder wegen
der schonen Lage sich die Zuwanderung verstérkt... 5110

Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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II.1 Zwei Geraden

In einem kartesischen Koordinatensystem sind zwei Geraden gegeben:

4 -4 0 -1
g: x=|6|+r] 5 und h: x=|6|+s:| 0 , r,seR.
4 4 8 1

a) Die Gerade g hat mit der x;-x,-Ebene den Schnittpunkt P (8 | 1 | 0) und mit der x,-x;-Ebene den
Schnittpunkt R (0 | 11 | 8). Zeichnen Sie g, P und R in das beiliegende Koordinatensystem ein.
Berechnen Sie die Schnittpunkte O und S von 4 mit der x;-x,-Ebene bzw. mit der x,-x;-Ebene und
zeichnen Sie 4, Q und S ebenfalls in das Koordinatensystem ein (s. Anlage).

b) Untersuchen Sie die Lage von g und / zueinander und bestimmen Sie gegebenenfalls den Schnitt-
punkt.

c) Der Punkt 7' (4| 6 | 4) bildet mit den Punkten P und Q das Dreieck D;.
Zeichnen Sie D; in das Koordinatensystem ein.
Weisen Sie nach, dass D, rechtwinklig, aber nicht gleichschenklig ist und berechnen Sie den Fla-
cheninhalt von D;.

d) Der Punkt 7' (4 | 6 | 4) bildet mit den Punkten R und S das Dreieck D,.
Zeichnen Sie D, in das Koordinatensystem ein.
Beschreiben Sie, wie man nachweisen konnte, dass D, und D, kongruent sind. (Es miissen keine
Rechnungen durchgefiihrt werden.)

e) Betrachten Sie einen Punkt U, der weder auf g noch auf 4 liegt. Gesucht ist eine Gerade durch U,
die g und % in zwei verschiedenen Punkten schneidet.
Beschreiben Sie mit Angabe von Begriindungen, wie diese Untersuchung durchgefiihrt werden
kann.
Fiihren Sie diese Untersuchung fiir den Punkt U (3 | 0 | 1) durch.
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Anlage zur Aufgabe ,,Zwei Geraden*

s}

Cnh

\ 4

V)]

-+
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Erwartungshorizont
Losungsskizze é‘;ﬁxﬁi
| II |10
a) | Zeichnung s.u.
Bestimmung von Q:
Qg2 0) A und Q € £
0-s=qg N6=¢q, N8+s5s=0
s=-8,91=8,4.=6
Q hat also die Koordinaten (8 | 6 | 0).
Bestimmung von S:
Aus der Geradengleichung erkennt man, dass S die Koordinaten (0 | 6 | 8) hat.
Es kann aber auch wie bei der Bestimmung von Q gerechnet werden.
Grafische Gesamtdarstellung (enthdlt auch die Aufgabenteile c) und d)):
A x,
/
0 /
Y
g8/
/
S R
/ yd
/
/'
/
5
/ pd
/
/'
/
/Y
pd 5 10
/
/ / ,
/
D o I)1
4
J/
y
A D)
2D /
4 /
A B .
A h/
Fiir die grafische Gesamtdarstellung kénnen bis zu 10 Punkte vergeben werden.
Dieses Punktekontingent ist in den 25 Punkten fiir Aufgabenteil a) enthalten. 10 | 15
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung

I | II|III

b) | Bestimmung eines mdglichen Schnittpunktes V" von g und 4:
4 -4 0 -1

Ansatz: xg =;h S |6|+r| 5 |=|6|+s 0
4 4 8 1

—Ar+s=—4 AN5r=0 N4r—s=4
r=0 N s=—-4 = gund A schneiden sich in V(4| 6| 4).

Alternative: Der gemeinsame Punkt V kann auch aus den Geradengleichungen
(r = 0 und s = —4) erkannt werden. 10 5

¢) | Zeichnung s. Losungsskizze zu a).

Uberpriifung der Rechtwinkligkeit:
8—8) (0 4-8) (-4

Es gilt: PO=| 6-1|=| 5|, OT=|6—-6|=| 0 | und somit PO-OT=0.
0-0) (0 4-0 4

= D hat in Q einen rechten Winkel.

Weiter gilt: ‘P—Q‘ =5 A ‘Q7" = \/§ = D, ist nicht gleichschenklig.

Berechnung der Flicheninhalts:

Fiir den Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Kathetenldngen a

und b gilt: F(D) = %-a'b = F(Dy) =102 = 14,14 (FE). s

d) | Zeichnung s. Losungsskizze zu a).

Man kann priifen,
ob die beiden Dreiecke in drei Seiten, in zwei Seiten und dem eingeschlossenen
Winkel oder in einer Seite und zwei Winkeln tibereinstimmen. 5 5

e) | Man kann priifen, ob U in der von g und h aufgespannten Ebene E; liegt. Ist dies
der Fall, gibt es unendlich viele Geraden mit der angegebenen Eigenschaft. Ist
dies nicht der Fall, gibt es keine Gerade mit der angegebenen Eigenschaft.

Untersuchung fiir U(3 | 0| 1):

0
Eine mogliche Darstellung von E,: X=|6 |+r:| 5 |+5-| O
8
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Losungsskizze %gg?;ﬁi’
| 11|10
3 0 -4 -1
Danngilt: Ue E, © |0|=|6|+r:| 5 [+s5-] 0
1 8 4 1
Die erste und die dritte Zeile des zugehdrigen Gleichungssystems widersprechen
sich. U liegt nicht in F,. Es gibt demnach keine Gerade durch U, die g und 4
auBerhalb ihres Schnittpunktes schneidet. 5120
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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LA/AG 2

1.2 Fruchtsafte

Ein Betrieb der Getrankeindustrie produziert in zwei Werken an verschiedenen Standorten Fruchtsifte.
Im Werk A werden aus vier Rohstoffen R, R,, R; und R4 drei Zwischenprodukte Z;, Z, und Z; herge-
stellt. Im Werk B werden aus den Zwischenprodukten dann die drei Endprodukte £, E, und E; gefer-
tigt. Der Materialfluss in Mengeneinheiten (ME) ist durch die beiden folgenden Tabellen gegeben:

a)

b)

Ma2-GKLM-W

Werk A: Rohstoffeinsatz Werk B: Zwischenprodukteinsatz
R—>Z Z Z) Z3 Z—E E, E; E5
Ry 1 3 0 Z 2 1 4
R, 0 6 2 7 8 10 1
R3 as 0 ass Z3 6 2 2
Ry 1 3 1

Bestimmen Sie die Elemente a3; und as3 in der Rohstoffeinsatzmatrix A so, dass die Roh-
stoff/Endproduktmatrix C wie folgt lautet:

26 31 7
60 64 10
C= .
16 6 12
32 33 9

Ermitteln Sie, wie grofl der Vorrat an den einzelnen Rohstoffen sein muss, damit von den Endpro-
dukten 150 ME von E|, 200 ME von E, und 250 ME von E; hergestellt werden konnen.

Durch technische Stérungen im Produktionsablauf in Werk A gab es einen Ausfall bei der Herstel-
lung des Zwischenproduktes Z,. Erschwerend kommt hinzu, dass sich wegen Renovierungsarbei-
ten in den Lagerrdumen des Werkes B nur geringe Bestéinde an Zwischenprodukten befinden.
Zurzeit sind am Lager in Werk B nur noch die Zwischenprodukte Z; mit 75 ME und Z; mit 100
ME.

Ein Kunde bestellt kurzfristig 12 ME von Endprodukt £j;.

Dem Kundenwunsch entsprechend werden nun genau die 12 ME von E; produziert, wobei aber
produktionsbedingt auch die beiden anderen Endprodukte £, und £, (nach obiger Tabelle) herge-
stellt werden.

Zeigen Sie, dass sich die oben genannten Zwischenproduktbestdnde vollstindig durch diese Pro-
duktion verarbeiten lassen, und bestimmen Sie, wie viele ME der Endprodukte £, und E, dabei
hergestellt werden kénnen und wie viele ME des Zwischenprodukts Z, das Werk A dann liefern
muss.

Um auf Dauer einen reibungslosen Produktionsablaufin Werk B zu gewihrleisten, soll das Lager
nach der Renovierung einen Mindestbestand an Zwischenprodukten aufweisen.

Beurteilen Sie ohne Rechnungen die Probleme der Lagerhaltung beziiglich des Kapitalbedarfs und
der Finanzierung.

Fortsetzung néchste Seite —
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d) Zukiinftig soll die Produktion im Werk A auf eine neue, sicherere Fertigungstechnik umgestellt
werden. Bei dieser Technik dndern sich in Abhéngigkeit von einem Technologieparameter ¢ so-
wohl der Rohstoffeinsatz als auch die Fertigungskosten fiir die Zwischenproduktion.

Die Gesamtkosten K fiir die Herstellung von je 1 ME der Zwischenprodukte belaufen sich in GE
nach alter Technik auf K, =5000 und

nach neuer Technik auf K, =¢ +12¢° =144t +5000 mit te |0;9] .

neu

- Bestimmen Sie den Parameter ¢ so, dass die Gesamtkosten K minimal werden.

- Ermitteln Sie, fiir welche ganzzahligen Werte von ¢ das neue Produktionsverfahren kostengiins-
tiger ist als das alte Verfahren, und beurteilen Sie die neue Kostensituation des Betriebes.
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Erwartungshorizont
Losungsskizze é‘ggﬁﬁi
I | II | III
a) 26 31 7
C=4-B und (C-= 60 64 10
16 6 12
32 33 9
1 3 0 26 31 7
2 1 4
10 6 2 60 64 10
C= 10 1=
ay, 0 ay 5 9 2ay, +6ay,; ay t2a,; 4ay +2ay
1 3 1 32 33 9
Hieraus ergibt sich: 2a3; +6as; = 16
as +2a3;; = 6
46131 +2a33 = 12
Durch Auflésen von 2 Gleichungen und Einsetzen in die 3. Gleichung erhélt
man: az; =2 und as;=2.
26 31 7 11850
150 60 64 10 150 24300
C-%; =X, mit X, =|200 | bedeutet . 200 | =
16 12 6600
250 5
32 33 9 13650
Zur Herstellung von 150 ME von E;, 200 ME von E, und 250 ME von E; wer-
den folgende Rohstoffvorrite bendtigt: 11850 ME von R, 24300 ME von R,,
6600 ME von R; und 13650 ME von Rs. 10 | 15
b) 75 e
B-%, =%, mit ¥,=| z, | und ¥, =| e,
100 12
2 1 4) (¢ 2e +e, +48
B-%;=|8 10 1]|e, |=|8¢e+10e,+12
6 2 2)\12 6e, +2e,+24
261 + () +48 = 75 1 261 +€2 = 27
Hieraus ergibt sich: 8¢; +10e; +12 = 2z, oder II 8¢ +10ey —z, =-12
6e + 2e5 +24 = 100 Il 6e +2e, = 76
Aus 7 und //] werden e; = 11 und e, = 5 bestimmt.
Eingesetzen in Gleichung /] liefert z, = 150.
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Lésungsskizze %gg?;ﬁi’
I | II | IO
Moglich ist auch die formale Losung des LGS:
2 1 0]27)|4|3 2 1 0[27
8 10 —1|-12]|-1 0 -6 1[120| Tauschder 2. und 3. Zeile
6 2 0]76 -1 0 1 05
2 1 0[27 2 1 027 )|1
1 05 |6 1 05 ||-1
0 -6 1]120) |1 0 0 1{150
2.0 0[22) 4 1 0 011
0 1 05 0 1 0|5
0 0 1150 0 0 1150
Hieraus lésst sich eindeutig ablesen: ¢ =11 A e,=5 A z,=150
Die genannten Zwischenproduktbesténde lassen sich bei der Produktion aller
Endprodukte vollstindig verarbeiten. Das Werk A muss dazu 150 ME von Z,
liefern und es konnen zu den bestellten 12 ME von E3, 11 ME von E; und 5 ME
von E; hergestellt werden.
Auch kiirzere Ausfiihrungen sind anzuerkennen. 10| 15| 5
¢) | Wenn ein bestimmter Lagervorrat an Zwischenprodukten zur Gewahrleistung
eines reibungslosen Produktionsablaufes in Werk B bereitgehalten werden soll,
so erfordert dies zundchst Kapital in Hohe der Herstellkosten der Vorrite.
Die Finanzierung der Lagervorréte kann entweder aus eigenen Mitteln oder
durch Kredite (Fremdmittel) erfolgen. In beiden Féllen ist das Kapital in den
Vorriten gebunden und fiir andere Zwecke nicht verfiigbar. Zum Kapitalbedarf
fiir die Vorrite kommen noch Folgekosten der Finanzierung hinzu:
- bei der Eigenfinanzierung entgehen dem Unternehmen Ertrége aus der Nut-
zung anderweitiger Investitionsmdglichkeiten,
- bei der Fremdfinanzierung fallen Zinsaufwendungen fiir die Kredite auf die
Lagerhaltung an.
Jede andere (eventuell kiirzere) Darstellung mit obigen Aspekten wird als rich-
tig bewertet. 5 5
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I | II|III

d)

Minimum von K:
(K®)=0 A K“(1)>0)
K'(t) =3 +24t- 144, K(t)=6t+24

K'(t) = 0 bedeutet 3t>+ 247 — 144 =0 oder >+ 8t — 48 =0
t,=—4%.J16+48 =1, =4und 1, =12 ¢ |0;9]

K’(4) =48>0 = Die Gesamtkosten K werden also fiir # = 4 minimal.

Wann ist das neue Verfahren kostengiinstiger?

Der Nachweis kann tiber die Losung einer Ungleichung oder mithilfe einer
geeigneten Wertetabelle erfolgen.

Ungleichung K(z) < 5000:

£+ 122 — 144t + 5000 < 5000
£+ 122 —144t<0
1+ 12t—144) <0
(£ + 12¢ — 144 = 0 hat die Losungen
t =742 und t, =~ —19,42)
H(t—7,42)(t+19,42) <0 heiBt 0<r<742.

Da ¢ ganzzahlig aus ]0,9] gewéhlt werden muss, kommen also 1, 2, 3,4, 5,6
oder 7 in Frage.

Oder Wertetabelle:

()
4784
4923
5128
5405

K@)
4869
4768
4703
4680
4705

O |00 |||~

N[ | W[N] — |~

Als ganzzahlige Werte fiir t kommen demnach nur 1, 2, 3, 4, 5, 6, oder 7 in Fra-
ge.

Die neue Kostensituation ist in Abhéngigkeit von ¢ als positiv zu bewerten, weil
durch die Umstellung der Produktion auf die neue Technologie die Bandbreite
fiir eine Kostenminderung (0 < ¢ < 7,42) erheblich grofler ist als fiir eine Kosten-
erh6hung (7,42 <t <9).

25 | 10

Insgesamt 100 BWE

20| 60 | 20
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STOCHASTIK 1
1.1 Welche Urne ist das?

Betrachten Sie zwei Urnen.

Die Urne U, enthilt 6 schwarze und 4 weille Kugeln.

Die Urne U, enthélt 3 schwarze und 7 weille Kugeln.

In den folgenden Aufgabenteilen werden immer einzelne Kugeln mit Zuriicklegen gezogen.

a) Aus der Urne U soll 10-mal mit Zuriicklegen gezogen werden.
Berechnen Sie (ohne Tafelwerk) die Wahrscheinlichkeit, dass
e nur schwarze Kugeln gezogen werden
e genau 5 schwarze Kugeln gezogen werden
e hdchstens 2 schwarze Kugeln gezogen werden
¢ mindestens 3 schwarze Kugeln gezogen werden.

Es muss bei jeder Rechnung nicht nur das Ergebnis, sondern auch der Rechenweg erkennbar sein.

b) Betrachten Sie nun folgendes Stufenexperiment:
Mithilfe eines Miinzwurfs wird eine der beiden duBerlich nicht unterscheidbaren Urnen ausgewaihlt.
AnschlieBend wird 10-mal mit Zuriicklegen aus dieser Urne gezogen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit oder bestimmen Sie mit Hilfe des Tafelwerks, dass
e genau 5 schwarze Kugeln gezogen werden
e hochstens 2 schwarze Kugeln gezogen werden
e mindestens 3 schwarze Kugeln gezogen werden.

Jetzt wird Ihnen folgendes Spiel angeboten: Der Spielanbieter wahlt mithilfe eines Miinzwurfs eine
der beiden duBerlich nicht unterscheidbaren Urnen aus. Sie diirfen dann zu Testzwecken 10-mal mit
Zuriicklegen eine Kugel aus dieser Urne ziehen.

Anschlielend miissen Sie sich entscheiden, ob Sie fiir einen Spieleinsatz von 70 € an dem Spiel teil-
nehmen. Wenn Sie teilnehmen, erhalten Sie eine Auszahlung von 15 € fiir jede schwarze Kugel, die
sich in der ausgewihlten Urne befindet.

¢) Natiirlich lohnt sich nur die Urne U;. Wenn Sie wiissten, dass die Urne U, ausgewéhlt wurde, wiir-
den Sie wohl nicht spielen. Viele schwarze Kugeln beim Testen sprechen fiir U;.

Ein Statistiker berét Sie: Er schldgt vor, nur dann zu spielen, wenn mehr als 5 schwarze Kugeln ge-

zogen werden.

e Nehmen Sie an, dass die Urne U, vorliegt, und bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass Sie dennoch den Rat bekommen zu spielen.

e Nehmen Sie andererseits an, dass die Urne U, vorliegt, und bestimmen Sie die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass Sie dennoch den Rat bekommen nicht zu spielen.

e Interpretieren Sie die beiden Ergebnisse vor dem Hintergrund der Methode des ,,Testens von
Hypothesen®.

d) Nachdem Sie 10 mal gezogen haben, stellen Sie fest, dass genau 5 Kugeln schwarz waren.
Nach dem Rat des Statistikers sollten Sie nun die Finger von der Urne lassen.
Aber irgendwie reizt es Sie doch, auf das Spiel einzugehen. Sie beschlieen deshalb, die (durch
das Versuchsergebnis bedingte) Wahrscheinlichkeit dafiir auszurechnen, dass die angebotene Urne
doch die Ume U; ist.
Zeigen Sie, dass diese Wahrscheinlichkeit ungefédhr 66% betrigt.

e) Bei einer Entscheidung fiir das Spiel wiirden Sie also — bei genau 5 gezogenen schwarzen Ku-
geln — mit 66% Wahrscheinlichkeit 90 Euro einnehmen. Fiihren Sie diesen Gedanken zu Ende und
berechnen Sie dazu den (durch das Testergebnis bedingten) Erwartungswert Ihrer Spieleinnahmen.
Begriinden Sie dann eine Entscheidung fiir oder gegen die Teilnahme am Spiel.
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Beim 10-fachen Ziehen mit Zuriicklegen aus der Urne 1 ist die Anzahl der

schwarzen Kugeln (10- % ) -binomialverteilt.

- P(,,alle Kugeln schwarz*) = plo =0,6" =0,60%

10 6 5 4 5
- P(,,5 schwarze Kugeln™) = =1 =1 =20,07%
5 10 10

- P(,,hochstens 2 schwarze Kugeln aus U;*) =

10 9 10 2 8
(ij Hoi.[ij .\ (ij (ij ~1.23%
10 10 \ 10 2 10 10

- P(,,mindestens 3 schwarze Kugeln aus U;“) = 1-1,23 % =98,77 % .

20| 5

b)

Man betrachtet die ganze Situation als Stufenexperiment und wendet die Pfadre-
geln an: Auf der ersten Stufe wird eine Urne mit der Miinze ausgewlirfelt:

P(U)=P(U,) =

und dann wird aus dieser Urne mit Zuriicklegen 10 mal gezogen.

Wegen der Gleichverteilung der beiden Moglichkeiten auf der ersten Stufe,
muss man die Wahrscheinlichkeiten der betrachteten Ereignisse fiir beide Urnen
berechnen, und dann jeweils arithmetisch mitteln.

Fiir U; ist die Rechnung schon in a) erfolgt, fiir U, kann diese analog zu a)
oder schneller mit Hilfe des Tafelwerks ( p = 0,3 ) erfolgen:

P(,,5 schwarze Kugeln aus U,*) ~ 10,29 %

P(,,hochstens 2 schwarze Kugeln aus U,*) ~ 0,0282 + 0,1211+ 0,2335
~ 38,28 %

P(,,mindestens 3 schwarze Kugeln aus U,”) = 1-38,28 % =61,72 %.
Es ergeben sich daraus folgende Mittelwerte:

P(,,5 schwarze Kugeln®) = 15,18 %
- P(,,hdchstens 2 schwarze Kugeln®) = 19,76 %
- P(,,mindestens 3 schwarze Kugeln*) =~ 80,24 %

1010 _
Dem Tafelwerk entnimmt man: P, = Z[ P J . (0,3)k : (0,7)10 "~ 4,73%
k=6
. (10 i (10-k)
Dem Tafelwerk entnimmt man: P, = i -0,6"-0,4 =36,69%

k=0
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Hier wird also auf dem 5%-Signifikanzniveau die Hypothese
H, : Es handelt sich um die Urne U,
gegen die Nullhypothese
H : Es handelt sich um die Urne U,
getestet.
P, entspricht der Irrtumswahrscheinlichkeit 1.Art,
P, entspricht der Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art.
Die Entscheidungsregel ist sehr ,,vorsichtig®. 20 | 5
d) |Da die Anfangsverteilung fiir die beiden moglichen Urnen als Gleichverteilung
(Miinzwurf) angenommen wird, vereinfacht sich die Rechnung z.B. mit Hilfe
des Satzes von Bayes in folgender Weise:
PU=U,|K=5)
B(10;0,6 ;5 0,6°-0,4°
— ( 2 b ) — . 2 . b : - ~ 66’1%
B(10;0,6;5)+ B(10;0,3;5 0,6°-0,4 +0,3-0,7 5110
e) | Wir fassen den ,,Wert* der Urne als Zufallsvariable W auf:
WU,)=6-15€ =90€ W(U,)=3-15€ =45€
Mit P(U,)=0,66 und PU,)=0,34
erhalten wir: EW)=0,66-90€ + 0,34-45€ =74,7€.
Die ,,Werterwartung™ ist also groer als der Kaufpreis von 70 € .
Wenn man die ,, Werterwartung® im Vergleich zum Kaufpreis als Entschei-
dungskriterium wahlt, dann sollte man sich nach dem Testergebnis K = 5 auf
das Spiel einlassen. 5 5
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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lll.2 Alkoholsunder

In einer bestimmten Stadt an einer bestimmten Stelle fiihrt die Polizei in regelméfigen Abstdnden in
der Nacht von Sonnabend auf Sonntag zwischen 1 Uhr und 4 Uhr Verkehrskontrollen durch. Dabei
muss der Fahrer ,,in die Rohre pusten® und es wird dabei festgestellt, ob der Alkoholgehalt im Blut im
gesetzlich erlaubten Rahmen liegt oder nicht. Aus mehrjdhriger Erfahrung weil die Polizei, dass unge-
fahr 10 % der Fahrer um diese Zeit an dieser Stelle die ,,Promillegrenze* iiberschreiten. Wir nennen
diese Personen hier kurz ,,Alkoholsiinder*. Es soll angenommen werden, dass die Anzahl der Alkohol-
stinder in den Verkehrskontrollen einer Binomialverteilung gentigt.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Nacht bei 20 Kontrollen
o genau zwei Alkoholsiinder ermittelt werden
o nicht mehr als zwei Alkoholsiinder ermittelt werden
» mindestens drei Alkoholsiinder ermittelt werden
o der erste ermittelte Alkoholsiinder im letzten oder vorletzten kontrollierten Auto sitzt

« genau zwei Alkoholsiinder ermittelt werden und diese beiden auch noch in zwei aufeinander
folgenden Kontrollen erfasst werden.

b) Um die Quote der Alkoholsiinder zu senken, werden probeweise Warnschilder der Verkehrswacht
aufgestellt. Nach einigen Wochen soll nun an Hand einer Messung von 100 Autofahrern ermittelt
werden, ob diese Maflnahme auf dem 5% Niveau (o < 0, = 5% ) zu einer signifikanten Senkung

der bisherigen Quote der Alkoholsiinder gefiihrt hat (Nullhypothese: p 210% ).
Sie kénnen zur Berechnung die Tabelle in der Anlage verwenden.

» Begriinden Sie, dass man genau dann auf dem 5% Niveau von einer signifikanten Senkung der
Alkoholsiinderquote sprechen sollte, wenn hochstens 4 Alkoholsiinder ermittelt werden.

o Falls durch die Warnschilder die Alkoholsiinderquote tatséchlich auf 5% gesenkt worden wi-
re, wie gro3 wire dann bei dem Test die Wahrscheinlichkeit § fiir den Fehler 2. Art ?
Interpretieren Sie das Ergebnis.

¢) Es wird nun angenommen, dass bei dem Test aus b) unter den 100 Autofahrern nur 3 Alkoholsiin-
der ermittelt werden. Es liegt also ein signifikantes Ergebnis vor und eine Biirgerinitiative tritt des-
halb dafiir ein, auf vielen weiteren StraBlenabschnitten die Schilder aufzustellen. Darauf argumen-
tieren einige Haushaltspolitiker, dass dies wegen der hohen Kosten erst zu vertreten wire, wenn
die Alkoholsiinderquote dadurch von 10 % auf unter 5% gesenkt wiirde. Beurteilen Sie das Test-
ergebnis im Hinblick auf diesen Anspruch.

d) Beurteilen Sie die oben gemachte Annahme, dass die Anzahl der Alkoholsiinder in den Verkehrs-
kontrollen binomialverteilt ist.
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Anlage zur Aufgabe ,,Alkoholsiinder

Auszug aus einem Tafelwerk der summierten Binomialverteilung

n
Fn,p;k) =B(n,p;0)+...+B(n,p;k) = [O]_po,(l_p)<no) bt

n B
J'pk~(1—p)‘" Y

k
p

n k 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,1 0,15
0 0,3660 0,1326 0,0476 0,0169 0,0059 0,0000 0,0000
1 0,7358 0,4033 0,1946 0,0872 0,0371 0,0003 0,0000
2 0,9206 0,6767 0,4133 0,2321 0,183 0,0019 0,0000
3 0,9816 0,8580 0,6472 0,4285 0,2578 0,0078 0,0001
4 0,9966 0,3482 0,8179 0,6289 0,4360 0,0237 0,0004
5 0,3995 0,3845 0,9182 0,7884 0,6160 0,0576 0,0016
6 0,9999 0,9959 0,9688 0,3936 0,7660 0,1172 0,0047
7 0,3991 0,3894 0,9525 0,8720 0,2061 0,0122
8 0,3998 0,3968 0,3810 0,9369 0,3209 0,0275
9 0,3991 0,3932 0,9718 0,4513 0,0551
10 0,9998 0,9978 0,9885 0,5832 0,0994
11 0,9993 0,9957 0,7030 01635
12 0,9998 0,9985 0,8018 0,2473
13 0,9995 0,8761 0,3474
14 0,9999 0,9274 045732
100 15 0,9601 05683
16 0,9794 06725
17 0,900 07633
18 0,9954 08372
19 0,9980 08935
20 0,9992 09337
21 093947 0,9607
22 0,9999 09779
23 0,9881
24 0,9939
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20
- P(,genau 2 Alkoholsiinder*) = ( 5 ]-0,12 -0,9' =~ 28,5%.

. . “ _ s 20 k 20—k __ 0
- P(,,nicht mehr als 2 Alkoholsiinder) = Z K -0,1-0,9 =67,7% .

k=0
- P(,,mindestens 3 Alkoholsiinder)=1-67,7% =32,3%.

- P(,der erste Alkoholsiinder sitzt im letzten oder vorletzten kontrollierten
Auto®) =(0,9"+0,9")-0,1=2,9%
oder auch
P(,,der erste Alkoholsiinder sitzt im letzten oder vorletzten kontrollierten
Auto®) =0,9"-0,1+0,9"-0,1-0,9+0,9" -0,1=2,9%.

- P(,genau zwei Alkoholsiinder aufeinander folgend*) =19-0,1°-0,9"* = 2,9 %.

15| 20

b) | Die berechneten Wahrscheinlichkeiten kdnnen der Tabelle entnommen werden.

Bestimmung des Ablehnungsbereichs:

4100
Es gilt: Z( i J'O,lk -0,9'""* =2,37% , aber

k=0

3. (100
Z[ J 0,1°-0,9""* =5,76%
0

Also sollte die Nullhypothese H : p >0,1 verworfen werden, wenn weniger als

5 Alkoholsiinder ermittelt werden.

Bestimmung des Fehlers 2. Art:

24:(100) 0,05)"-(0,95)"" =56,4%

k=0

Dieser Wert ist sehr hoch. Selbst wenn die Alkoholsiinderquote deutlich gesenkt
wiirde, ist die Wahrscheinlichkeit gro3, dass der Test dies nicht ,,entdeckt™.

10 | 30

c) |Da3 <4, spricht das Ergebnis signifikant fiir eine Senkung der Alkoholsiinder-
quote.

Wenn die Haushaltspolitiker der MaBnahme grundsétzlich negativ gegeniiber-
stehen, konnten sie eine Begriindung dafiir verlangen, dass die Quote unter 5%
liegt, um der Malnahme zuzustimmen, also verlangen, dass die Nullhypothese
H,:p=0,05 mit Signifikanz verworfen werden kann. Dann wire der Ableh-

. . v 1. L (100 k 100—k _ 0
nungsbereich &£ <1 . Es gilt ndmlich Z i -0,05"-0,95 =3,71%, aber

k=0
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2, (100
Z[ L )0,05" +0,95"* =11,83%.

k=0
Vor diesem Hintergrund ist das Ergebnis nicht signifikant, sie wiirden die Mal-
nahme ablehnen.

Wenn sie der MaBnahme dagegen grundsétzlich positiv gegeniiberstehen, wiir-
den sie sich nur absichern und die MafBBnahme nur dann ablehnen, wenn die
Nullhypothese H,,: p <0,05 signifikant abgelehnt werden muss. Dann wire der

Ablehnungsbereich £ >10. Es gilt ndmlich

100 k 100—k
1- 10,05 0,95 =1-97,18% = 2,8%, aber

k

9
k=0

S 100 k 100-k
=2 ]:0,05°-0,95"" ~1-93,690%~6,3%.
k=0

So gesehen liegt keine Signifikanz vor. Sie konnen damit nicht begriinden, dass
die Alkoholsiinderquote {iber 5% liegt und wiirden die MaBnahme billigen.

Diese ausfiihrliche Losung wird nicht erwartet .Um die volle Punktzahl dieses
Aufgabenteils zu erreichen, wird mindestens einer der beiden Testvorschlige
erwartet und die darauf basierende Interpretation des Testergebnisses von drei
ermittelten Alkoholsiindern.

15

d)

Es geht um die Frage der stochastischen Unabhéngigkeit des ,, Trinkverhaltens*
der einzelnen Fahrer. Diese ist z.B. dann nicht gegeben, wenn einige die Kon-
trollstelle entdecken bzw. davon erfahren haben, wenn ,,Gruppen* fahren (z.B.
eine Hochzeitsgesellschaft) oder wenn z. B. in der Sylvester- oder Rosenmon-
tagnacht gemessen wird.

Es wird von den Schiilerinnen und Schiilern eine ,, ergebnisoffene" zusammen-
héingende Darstellung erwartet.

10

Insgesamt 100 BWE

25150 | 25
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